原来准备写一部《高等数学引论》，共六、七卷.其中第一卷第一、二分册已于 W 63 年 
问世.但由于十年浩劫，其它手稿大部分遭到一“抄”，二“盗”，三“失散”的命运.现在检 
査劫余，已所剩无几于1981年出版了第二卷第一分册.本拟鼓其余勇完成原来计划， 
但实事求是地估计之后，看来所散失的手稿归来无望，重新补写完成全书，诚恐是时不我 
待，力不从心的愿望了.无已，作两步打算，先把1962年在中国科技大学讲授过的，铅印 
而未逸散的部分出版，以后，再就力所能及进行写作，陆续出版(在同一或不同书名下). 

好在这一部分是有它的独立性的，讲授时的客观情 况是： 既要照顾到初学同学的水 
平，又要使前者不越级，后者不觉得是简单重复，总的原则是重用矩阵，实现“1，2, 3; W 
oo ” 讲授法的第二步.即，准备前几卷是讲一、二、三个变数，一、二、三维空间;而这一卷是 
讲”个变数或”维空间.本卷原稿缺第十、十一、十二，三章，据回忆这三章是讲《维空间 
微分几何学的，原稿虽失，但读者不妨以第一卷空间曲线的微分几何为模型，运用正交群 
下斜对称方阵的分类而获得”维空间曲线的微分性质.这是一个好习题，如 架能做 得出， 
则可把正交群改为其它群，而研究其微分不变性质. 

岁月无多，不得不计日图效，错谬之处请读者指正. 

华罗庚 

1981年10月 U 日 


又 序 


我非常感谢科学出版社能够出版这残余的手稿.这是对科学工作的珍视.但编辑就 


为此增加了不少麻烦，花费了不少精力，我在此致谢. 

当年，在科技大学编写此书时，龚昇同志给我许多帮助，在寻找遗失稿件时，他还爹方 
尽力 • 

对龚昇同志和负责校对的裴定一同志，我在此敬致谢忱. 

华罗庚 

1983年9月9月 
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第一章线性方程组与行列式(复习提纲） 

§1. 线性方程组 

考虑齐次方程组: 

n 

2 a H x i = °? / = 1， • • ■ ，》， CO 

i = 1 

这儿印是复数(或实数）々，•••，〜是未 知数. 方程组 (1) 显然有一个解 

x x ~ •. • = — 0. (2) 

这个解称为显见解. 

研究齐次方程组的基本问 题是： 除显见解外， （1) 是否还有其他解？能否定出所有的 
解来？ 

非齐次方程组 

2] a n x i = ^ 5 *■ = 1，2， * • * ，》 (3) 

i-l 

的基本问题是： （3) 是否有解？能否定出所有的解来. 

如果 （3) 有一个解02, • •. ， A ) ，即 

2 j a ^i = 〜， 

i = 1 

则 

n 

^ — ^5) = o # 

y — 1 

命 y/ _ a 一 <，则是 （1) 的解.所以解非齐次方程组的问题一变而为 两个： 首先是 
是否有解，其次定出齐次方程组 （1) 的所有的解来. 

关于是否有解有次之重要 结果： 

如果 0) 有非显见解，则 (3) 不能对所有的 H 都 有解. 

如果 (1) 仅有显见解，则 (3) 对任意的 h ，…， b „ 都有解. 


§2•消去法 

解线性方程组 (3) 的方法我们着重复习一下 Gauss 消去的 M 则. 以四个未知数、四个 


方程为例 

(a n Xx + ^12^2 + ^15^3 + ^14^4 = ^159 

^2lXx + a Z 2X % + ^23^3 + ^24^*4 = ^25 9 

* 

+ a lt x z + a l% x^ + a M x A = a i5> 

^4i«i + “42 尤 2 + + fl 44 x 4 = a AU 

⑴ 

1111612 

• 1 • 

1 




将 (1) 中的第一个方程除以系数 a u (它叫做“主导”元素)并令 

hi = ^ (； > 1 ), ( 2 ) 

«11 

则得 一个新 的方程 

+ b n x 2 + 石说 + b ^ x A = b 15m (3) 

再由方程 (3) 及 (1) 中的后面三个方程消去 a , 这样便得到了一个辅助方程组，它包括具 
有三个未知数的三个方程，此种消去法易于施行，只须顺次将方程 (3) 乘以〜 ，& ，仏 （也 
就是乘以第二、第三和第四行的“主导”元素），再由 （1) 中的对应方程减去此式即可，消去 
一个未知数以后所得的新方程组，其系数用％ u 代表： 

a ， i，i = an — a ^ bijO , j > 2). (4) 

其次将新方程组中的第一式除以它的“主导”元素 《 22 , u 则得方程 

Xl + 办23，1尤3 + ^24,1^4 = ^25,1. (5) 

其中 

^ 2/.1 ^ ~ ( / > 2 ), ( 6 ) 

^ 22 tX 

然后仿照前面的方法继续进行，我们便得到了一组具有两个未知数的两个方程，它们的系 
数呈如次的形式： 

0 * 7,2 «*;,1 一 0 / 2,1 厶 2/，1 0 > / ^ 3). (7) 

将这组方程的第一式除以主导元素知， 2 ,并令 

hi ,2 =° ， -~ ( ； > 3) , (8) 

“33,2 

则得方程 * 

Xi + ^ 34 , 2^4 = 厶 35 , 2 , 

最后再做一步，即可得出一个方程，它只含一个未知数，而其系数为〜 , 3 , 将这个方程 
除以则得 

X 4 ^45,3. 

将具有系数 b ihi . t (/>/) 的一切方程合并，便得到一个三角形的方程组，它与原有的方 
程组等价;它的解就是原有方程组的解，我们要注意，上述方法只有当所有的 “ 主导”元素 
都不等于零时才能使用. 

我们把求三角形方程组的系数的手续称为正面过程，而把求三角形方程组的解的手 
续称为反面过程(参看附表). 

我们还要讲一下验算的方法，用代换士 = 1,则我们得到一组以 A 为变数的方 

程组，它的系数与原来的方程相同，而它的常数项等于原方程的系数与常数项之和，我们 
可以同时计算这两个方程组，求出解并视其是否等于 A + 1，这就是验算方法. 
现在简单地说明一下 附表： 

正面过程是用如下方法来施行的，写出矩阵系数(包括常数项与核验和)将第一行除 
以主导元素，并将结果写成矩阵最末一行，再求出第一个辅助系数 a ihi { i 9 j >2 )： 从已知 
矩阵任取一个元素，由它减去一个乘积——就是上述元素所在的那一行的主导元素与上 
述元素所在的那一列的最末元素的乘积，重复施行这种手续，当我们得出了怳含一行的矩 
阵时，正面过程便完 成了. 

• 2 * 


1 4i|h!hf- iimwip-im^pp 








■ ■■囂 








1.00 (M2 0.54 

0.42 1.00 0,32 

0,54 0.32 1.00 

0.66 (M4 0*22 

1 0.42 0.54 



2.92 

2.68 

2.78 

3.22 



2.92 


0-82360 0*09320 0.16280 0.37400 1.45360 

0,09320 0*70840 — 0.13640 0.53800 1.20320 

0.16280 —0.13640 0.56440 0.70200 1.29280 

1 0.11316 0*19767 0,45410 1.76493 


^ 33 , 

€! <^ > 


0.69785 — 0.15482 0,49568 1.03871 

-0.15482 0.53222 0.62807 1.00547 

1 、 一 0.22185 0.71030 08844 




0.497S7 0.73804 1.23591 

1 1.48240 2.48240 


1,03917 2.03916 

0.04348 1*04348 

— 1.25780 — 0.25779 


在反面过程中，我们利用包含 1 的各行而由最末一行开始，精确地说，在这些行的最 
后一行里，我们从常数项的一列中得到了最后一个未知量的值，而在核验列中得到了核验 
值，然后可以逐次得出各个未知量的值，只要由倒数第二列的元素减去对应系数&与前面 
所得未 知量〗 值的乘积即可，在表格的末尾写出1字，可以帮助我们找出在所要各行中对 
应于已知*的系数，例如 

X 2 —厶25,1 一 厶23,1:3 一 ^24,1^4 

_ 0.45410 — 0.11316 X 1,03917 — 0.19767 X 1.48240 = 0.04348. 

最后，我们还要指出用这种方法解》个变数的线性方程组所需的乘法与除法的运算 

次数为’（屮 + 3 n — 1) # 

3 

S 3. 消去法的几何解释 

■ 1 

先看两 个变数的情况 • 

/: ax + by == c , /’： ax + b r y = c 9 

在平面上各表示一条直线，两个直线有一 交点： 消去) ;， 得出仅有*的方程，这是这个交 
点在尤轴上的投影 • 

也可以这 样看： 第一、二方程各表示一条直线/与 /'• 由方程 

4 

X(^ax + by — c ) + fjL^ax 4 - b r y — 〆 ） = 0 


4 


_ 


3 























定义出一族直线，这些直线由；1/ + W 表示，这些直线有一个重要性质，就是通过/与 
V 的交点，不难 证明： 反过来，凡是通过/ 与 〆 的交点的直线也在这族之中，在这族直线 
中有一条平行于 y 轴的.这条直线便是消去 y 后的方程. 

再看三个变数的情况. 




/： ax + by + cz ~ d 9 

V\ ax + b^y H- c z B d ’ ， 

i " 〃 I ?" a 〃 j // 

/ : ax + by-f-cz—d m 

这義示三个平面，平面族 

XI + fiV = 0 

代表通 过/与 /' 的交线的所有的平面.由/与 r 
中消去*而得出的方程可以看 成为： 它代表通过 
交线而平行于 * 轴的平面，也可以看 成为： 这条 
交线在 （ y ， O 平面上的投影，就是 y ， =平面上的 
—条直线，再从 1，1” 中消去 x ， 又得 y , =平面上 
的一条直线. 


因此，消去 r ， 可以看作把三维空间的三个平面求交点的问题变为在 y ， 平面上求 
两条直线的交点的问题.这两条直线，正是两条空间直_(平面的交线)的 投影. 

一般讲来：一个 


+ …+ a lm x n *= b n 

可以看 成为” 维空间的超平面.消去法便是把”从空间仿个超平面求交.点的问题化为 
n — 1 维空间》— 1个超平面求交点的 问题. 


§4. 消去法的力学解释 


在一条两端固定的弦线上取 ”点 A ，• • • ， P „ ，在这》点各加一重物，也就是在这些点 
各有一向下的力&，•••， F a ， 我们来研究这些点的垂度&，•••，&. 

我们假定弦线上的力适合于“线性叠加原 


则”. 

1°. 两组力叠加，其对应的垂度也相加. 
2°. 所有力都乘以同一实数，则所有的垂 
度也乘上这一个相同的数. 

以印表示当在 P , •点上作用一个单位力时 
点 P , •的垂度.这样，力&，•••， h 的联合作用 
后的垂度 • • •， y * 等于 



2 a “ F i =* yi i ’ 2 ，…， 《) • 

?_^ 


⑴ 


解线性方程组的问题，也就是给了垂度要求出力匕，•••，；?„的问题了. 
在朽点加一个反作用力及，这样单位力作用于&时， P , 点的垂度等于 


h 广 十 Ra iu 



寸 :;!| 柃 A 1:1 屮神 : 


:挪 Hrfiii, _ h r tw 







考虑把弦线固定于 Pi 的情况，也就是 

hi ， 0 ， a if + Ra n /^ 0 , 

J? = —an/au. 

也就是在 p , •点加一个单位力，如果要在&加一个力使匕固定，这个力是一叫 A * u ， 这 
时 


从 （0 式消去 h ，得 






C^J — ^ij a n/ a n) Pf = y< — anyi/an 


( 2 ) 


这就是加支点后的平衡方程，在 & 加了支点，在 G 作用一个单位力，心 就是朽 的垂度. 
逐步消去，就是逐步加支点的过程. 


§ 5.经济平衡 


假定有〃种生产品&，•••，？，生产一个单位 P , •需要叫单位如果各产品的数量 
是々， • • • ，心，为了生产这些产品，巧类产品的总消耗是 

n 

2 a i\ x i y 1 < 

能够供给市场的数量是 

n 

Xi 一 a H x i = 

# ■ , 

J — 1 . 

因此，知道了市场需要匕，•••，&，反回来考虑给各工业的生产指标☆，*••，％也是一个 
解线性方程的 问题. 

这类方程当然可以用消去法解,但更好是用叠代法解，关于叠代法将来再谈. 

§6. 线性迴归分析 

•i 

某一变量 S 决 定于” 个因素 

ljl >* * * > Vn . 

我们已经做了 N 次实验得出的实验数据是 

i a) > *•*» = i ,*• ；, iV . 

我们考虑线性关系 

fi 

^ ~ S a ^i 
；=1 

问题是怎样的线性关系，差方和最小，也就是，如果使 

/= 1 


N 

S 


q u) - ^ a) y 


求怎样的~使 




最小即求 


K 


尸 ( W ”） = 2 ( 铲’) 一 XI 


㈣ 


<n 


2 


的极小值 ( 
命 


N 


a ik 




S 化 


( n^tn 




我们现在证明 


n 

2 


^ik x i = b k ， 々 = 1 ， 2 , 




的解答 » 〜使 （1) 取最 小值. 

我们现在来证明这 一点： 如果々，•• •，〜 并不适合于 (2). 例如 




n 


2 a ik a i 一 b K 


^ _■ _IM 


^ 7^ O p 


我们考虑 

FOh 


+ SA +” …，〜） 


N 


n 


s 


U ) 


— 2 


w ) 


2 


⑴ 


( 2 ) 



■个々使 


N 


n 


su 


(l) 


一 2 ㈣ 


(0 


2 


N 


n 


2 sS 


(/) 


— S 叫⑽+ #2(忒)) 2 


N 


n 


2 


(r) 


一 s 




(0 


2 


n 


2e \ b K — 2 a iK a i ] + &2a KK 


F{a 




^0 + 2&a k + e 2 叫 • 


凑方得 


^(^1? • * * 9 a 卜 1 ， + s ， 这々， •••， an ) 

= FOh ， &，•••，〜) + a 々々 “ 


炫 k 

a KK 


2 


a \ 

a kk 


⑶ 


如果％ # 0，则 FCa ^^^ an ) 不是最小值，因为在 （3) 式中取 e = 则 

F(tf 19 - - • a K + B,a K y • • -, J B ) 


的数值小于 fu ,... 5 ^) 的数值了. 

因此： 求迴归平面的问题一变而为解线性方程的问题了. 

致于要证明，适合于（ 2 )的解一定使 F 取最小值，这一点的证明不难，如果 （2) 仅有 
一 个解，当然毫无问题，因为由 （3) 可知不适合 （2) 的都不可能使 F 极小.（读者 自证: 
( 2 )—定有解，并处理（ 2 )有不止一个解的情况 .） 

方程组< 2 )当然可以用消去法来解，但是这是一个有对称系数的联立方程式，即‘ 

- a ik = a Ki ， 

关于这样的方程组我们另有较好的计算方法. 

以上的证明的优点之一，也许有人会指出，它避开了微积分，直接用初等的“凑方”法 

来处理了，实际上，更好的优点在于这个方法介绍了计算数学上的一个重要方法——松弛 

法. 



特别在计算逦归分析'时，松驰法更有价值，方 法是: 
0先任意地取一组 flu * *' , a n . 

2) 任意地算一个 

n 

= 2 a 火 a i — &k ， 

y = l 

如果％ # 0,把 


… ， h-i ， + e, • • •, 

作为原出发点，如果％ = 0,则要换一个 

3) —般的办法是々=1, 2, •••,«, 1, 2，...，《，*••周而复始地进行计算，这样便可 
以得出所求的解答了 • 

这方法之所以命名为松弛法的原因固在于此，另一点是如果算错了，不必从头算，依 
错算下去，依然得出正确的结果来(即从错了的（&，*••，^)再开始算下去，依然能得出 
结果来的). 


当然，并不是说常常错，而是说偶然算错了关系不大而已. 

虽然“松弛”，但偶而略为紧张些可以帮我们更有效地解决问题， 例如： 比较一下 

Ok/ a kki 々 = 1 ， 2 ,》 

谁大，取使这值最大的整数々出发最有利，因为由 (3) 可知在 F 上减得多了，这方法一定可 
以逐步逼近原解 答的. 


§7.行列式 

建议从 S 1的关系引进行列式，也就是用数学归纳法来定义行列式，即行列式 

011 … 0 i » 

. = ^ n^ii + « i 2^ i 2 + • • •十 a ln A ln , 

^nl * * * a nn 

此处是由原行列中划掉第〖行，第 f 列所得出 的”一 1行的行列式的数值，再乘以 
(― 1 )' 

A { j 称为印的余因子. 

行列式的重要 性质： 

0) —行(列)同以々乘之，则行列式的数值是原来的々倍. 

(2) 把一行(列）的 A 倍加到另一行(列)上,行列式的数值 不变. 

(3) 两行(列)互换，行列式变号，由此可知两行相等，行列式之值为 0. 

解方程式的 Cramer 法则： 

n 

2 a H x i * b i 

的解答是 ~ 








有相似的表达式，但这个是把1^1中的第1列换为1”，而那个是把第 i 列换为％”. 


齐次方程的基本 定理: 


n 


2 = 0, 


1， 




有非显见解的必要且充分条件是 


I = 0, 


筒单推论 1. 如果方程组 


n 


S 




I . * * 


一定有非显见解，因为我们可以虚加上 


个方程 


n 


^ijxj 


1 


其中 0" & 0， m + 1 ^ i ^ ny 1 ^ ^ 
筒单推论 2. 如果则方程组 


n 


2 


a^Xj = 0 , 


1， 


隼 # 


⑴ 


有非显见解 ，一 定是其中任意 〃个 方程的行列式都等于 


比基本定理较一般些的结果是，如果 任意〃 个方程式的行列式都等于0,则 （1) 有一 


个非显见解. 


证明 1) 由假定可知 


a il 
议22 


4 


-In 


o . 


把这式子展开得 


為+ 


+ a；nA 


0, 


A n 


a 


a 


如果 yA n 不全等于0,则方程组 （1) 显然有解 Xi = Ai 
2) 如果经过重排方程的次序，或重编 A 的号码，使 


一 1 


* 


_u 


a 




/ 0, 


则由 1) 可知本定理正确. 

3) 现在考虑 2) 没有包括进去的情况.考虑 


n 


时的情况，现在有 




— 215 


a 


2 ft 




n 


0. 


展开得 


• K • 


^ ! 臂 '!• yul 印 1 P!!MWP!HT p- • 


■■邮 * i ， 肩 叫，，寻 


-I i_n ■★ 谭爹 : 










見 1 月 1 + … + ain-iBn-i =( 0 . 

即取 A ■ &，•••， *»-i ■ B n - 19 ar » ，0就是解 • 

这样可以运用归纳法来证明本定理. 

现在来研究 S 1中可提出的齐次方程组与非齐次方程组的关系. 

首先：如杲 

n 

2 UijXj ™ 0, ，•••，》 

/ = 1 

有非显见解，則 

畛 

n 

2 j a n x i 0 ， f •雄 1 ， •. •，” (2) 

也有非显见解 • 

这是显然的，因为行换为列，行列式的数值不变.命 

n 

2以，广 0 ， 

f=i 

并可假定匕#0如此则由 

2 aijXf = h (3) 

1 = 1 

可知 

A 

2 j * 2 ^ fs ai i x i ) (s x i * 

t = l * = 1 N i = l / i-l N /-l 7 

显然 b x =» 1， = • •• — ^» «= 0 时，方程组 (3) 无解. 

如果 （2) 仅有显:见解，则 

|戊"|卢 0. 

由 Cramer 公式可知方程 （2) 有解. 

注意 Cramer 公式虽然漂亮，但是真正解方程式时不常用它，因为其中运算的次数太 

多了 • • 


§8. Vandermonde 行列式 


定理1 


A ** A(:rw • * x ») 


，1， 


x 2 


X 


X 


太 m ，…， 

证明 1) 用归纳法，»*2时，显然正确 • 

2) 在第2, 3,…，》行中各减前一行的々倍如此得 


JJ (Xi — Jfy ) 


^2 

一尤1， 

…, X ” 一 A 

尤 2( 尤2 — 

■ a )， 

…， 心(尤《 — ： i ) 

^ r 2 ( x 2 一 

太1)， 

…， < r 2 (% 一 a ) 









(尤 2 — ^ l ) " * * — ^ l ) 


5 




2 


-2 


用归纳法即得所求. 


附证当々=巧时 △ = 0，因此 xv — Xj 可除尽△，因此 


n (:， 一七) 


n>i> i>l 


可除尽 A ， 再比较 x %^ x % Z 2 r * .4： 2 
这定理有以下的显然推广. 


的系数可得本定理， 


定理 2命 P ,0) 是第/次多项式，其^的系数 是々. 如此则 


PoOJ ， 

PiM , 


• • • 


， PoOO 

， Pl (^ n ) 


Pft-i (尤 l ) ， 


■ _ 


， - 1( 丈 《) 


V JJ O/ — 々 ) 


( 1 ) 


这个结果的证明是容易的，首先，第一行全是〃。，以 tf 。 除这一行，得一同为1的行的 
行列式，命 

^2(^) = ^iX + a \ 

在第二行中减 去第― 行的 < 倍，再除以则第二行变为 


命 


P 2 W = a 2 x 2 + a\x + a { 


在第三行中减去第一行的4倍，减去第二行的 d 倍，再除以心，第三行变为 


x 


2 


依此绕行，即得所求的公式了. 

k 理 3我们有 


9 


cos 8 X 


cos 6 


n 


COS (fl — 1)0” 


# • • 


， cosO — \)e n 




2 iC«- 2 )(^i) TT ( cos(9y 一 C osfl ) 

n>i>i>X 


及 


sin ^” 

sin 20 i . 


sind 


n 


sin 2 dn 


sinnd 19 

证明由于 


畢 ■參 


, sin nd n 


2^ ( ^ sm 0 r - sin ^ JJ ( cos ^ - cos ^). 


n>i> ;>1 


( cos 5 + % sin 0) f, = cos/30 + % sin nd , 


因此 


2cos nd •= (cosd + isin 6 ^ n + (cosd — i sin d) n 


* 10 












(?)[(，• sin + ( — i sin. O') 1 ] cos * 


ie 


0 


in /21 


su ) (- 


1 ) 々 sin 2 々 0cos” • 


即 


t ^/2] f \ 

COS/20 = ( —— COS 2 0) 々 COS”— 2 々 0 

* = 0 \ 弋 




P w ( cos 0) # 


这 儿匕是 COS 0 的多项式其中 cos «0 的系数等于 


[«/21 


n 


(― 0^(— 1 )^ ( 2 ^j y (1 + (~~oo 


n 




n 




以此代人原行列式，得 


1 . • * • 1 
丄， 9 1 

cos Q x , ••、 cos 8 n 

•' 

i 

PoCcos^i) , - ， P o (cos0j 

P/cos^) ， … ， P/cos 九） 

cos Qn — l )0 1? • • • ， cos (n — l^}0 n 


P 卜 1 ( cos 仏）， .••， P n - x (cos e n ) 


2 o+i+ 2 +».+(„^) JJ (cosdi — cos 6) 


2i sin nB — (cos 6 + % sin 0) n — (cos d — i sin0) fl 


n 


S ： [0* sin 8y — (i sin 0) z ] cos n ^ l 6 


即 


2i ( 2 ^+ i) (—l) 々 sin 2 々 +i (9cos fl - 2 卜 <9 


0<2 々 +l< fl 


sin »0 = sin 6 (2^ 4 - l ) ^ 一 】）々（1 一 cos ? 设 )* cos ”"~ 2 々 -1 沒 


这儿 


0<2*+l< 沒 

= sin6Q n -Xcos 0 ). 

hYcod ) 是 COS 0 的 a — 1 次多项式，其 cos ^ 1 ^ 的系数为 


S 


0<2^+1<1» 




DK ;)- 石⑵ 


2 » — 2 ff 一 1 == 2 # *~ 1 


因此 


slnQ i9 …， 
sin 2$ l9 • • • 

sin $ n 

sin 2d n 

—sin 6 X * * * sin 6 n 

O o (cos0), …， Qo(cosd n ) 




sin n0 19 • • • ， 

sin nd n 


*■ 

Qn^XcoS d t ) 9 …， d n ) 


2 士 (” siuA •- • sin Q n JJ (cos^, — cos0^) 




定理 4 









sin —— d t 
2 

_ 

sin —— C7 X 
2 


sin — 0 
2 


n 




， sin —d n 
2 


sin 卜 一 ~J^ny 

证明第 1，2 


sin I n 


2 


Q 


n 


n 


2in(»-i) JJ s J n — 0^ JJ ( COS di — COS Qj) m 


2 




”列各乘以 COS — •，cos 上 ■心 由于; 

2 2 


sin ^ v 一 . 丄 ) di cos i Qi 


2 


(sin vQi + sin — 1) 氏 ) 


所以原行列式等于 


sin6 l> sin 0 2 ， 


ft 


"II cos 7 氏 




2 


sin 2 0i — sin 6 L , sin 20 2 — sin 0 2 y 


* * * 


， sind n 

， sin 20 n 一 sin d n 


sin nd^ 一 sin (ji 一 1 )0 


2 


• • * 


sin nd n 一 sin (» 一 l)6 m 


1 




n 


2-JJcos—^ 

t = i z 


sin 8 X y sin 
sin 2d x ^ sin 28 2> 


sin^ 


n 


， sin 26 n 


sin nd i9 sin nd n ， 


■ • « 


,sin nd n 


2 吾 〆 sin-k&• " sin 丄 JJ ( cos Q t — cos 

2 2 n >i>j>l 


定理 s 


COS 一一 8u • • • ， cos 一 - 6 n 
2 2 


3 


COS 81 y 

2 


cosA^ 

2 


cos I n —— 一一 I d i9 

2 


cos i n — — \6 n 

2 


n 


2 吾 COS—- di JJ (COS 氏一 COS df) 


2 




证明第1，2,…”列是各乘以 


sin —— 
2 


sin —— 6 n 
2 


由于 


sin — 6i cos ( v 


2 


2 


Oi 


2 


sin (p 十 1 )0, — sin O ， 


所以原行列式等于 


n 


n U dn -T ^ 


2 


sin 9 

sin 26 i 一 sin 6 t , 
sin 36 2 一 sin 2 d " 


sin 沒 


n 


sin 26 n 一 sin6 n 
sin 26 n 一 sin8 n 


sin nd x —— sin (n — l)0 A> 


* 4 • 


sin nO M — sin(n —— 1)0# 


12 


• I z * 




: _hn,:._Ktr*■ 二 r_h_i _ .m 


、 -k IT I-. 









2 n JJ sin — 8i 

* = i 2 


sin 6 k , 
sin 20” 


,sin 
， sin 26 


n 


sinnd n 9 


# _ # 


， sin nd n% 


2 士 cos . • COS — 6 n YJ ( COS 8i 一 COS0y)^ 


2 


2 




习题 1 


用某一次序来标列一个多边 体的” 个顶点，现在做以下的行列式，如果第 

■■ ► ■* 

个顶点和第/‘个顶点之中有一边相联，则取叫=% « 1. 不然则取叫《 0,特别有 
a " = 0* 

证明这个行列式的数值与顶点排列的次序无关，并且算出四面体，六面体，八面体 

I 

的行 列式： 例如四面体 


10 11 
110 1 
1110 


—3 


提示 把第/ 点换为第/点，则第〗行与第/行，第；列与第/列苘时进行交换. 
答数 六面体： 9,八面体 ： 0. 

习题2算出 


111 
^19 ^15 




厶1，匕， a 2 a 2 


习题3试证 


I ，厶3 


a 


P 


P 


十 


P 


,/ ^ 0, w ^ 0 5 n ^ 0 




0>— 2)(p+ 1 + VIpXp 


Vp \ 


此处 


p 




+ ] + — )(/ 2 + m 2 + » 2 ) 


I 2 nt 


9 •对称函数 


把乘积 


/0 O « 0： — ： O …（方 _ Xn ) 


0 ) 


展开成为 


f 


13 


鲁 





这儿 


/GO = x n — a〆” 一 1 十 ar 2 x n ^ 2 — a〆” 一 3 + • • •• 

p 

(Ti = 尤 1 + Jt 2 + • • • + ， 


( 2 ) 


< T 2 s ^1^2 + 文 1方3 + • . •尤 〆 n + ^2^5 + • • • + X 2 X n + . + 

其中巧 是所有的从々， • 个乘积的总和，这个表达式中有 (；) 项，每项是 Z 

个数的乘积. 

这些6， …， a n 称为 x l9 ^> , x n 的初等对称函数. 

定义 如果把…， 重 排成为 x (i • 9 x in ,函数 

^(^O* '* 9 ^n) F 0 ^， • * . ， X in ) , 

如果所有的重排这关系式都成立，则函数 F 称为&，•••，％的对称函数. 

初等对称函数是对称函数，还另有一主要的对称函数是对称幂和，即 

y ； = ^； + • * • + x \. 

定义 0*0 = 1 〆 <> = «.取出一项々☆•••无匕，用 

S 尤 ㈣ 

表示由该项经由可能的排列所得出的总和，例 如： 

■ . . 

注意这不同于 

± 

i-i i^i 

因为一个没有 W 项，而一个有. 

在 （2) 中代以 x , ■，得 

I 

xf — cFiX?~ l + 一 . •. + ( — 1 )”0"„ = 0, f = l ，2，".， n . (3) 

把这看成为”个线性方程式，把一〜，％，•••， （一1)”^ 看成为未知数.用 Cramer 公式 

解得 


(一 1 广’〜一， 


因此得出 

定理1命 



xr 

"1 y.n—2 

， 

…，尤 ”1 

xT 

■ ■ 

~t 2 

9 X 2 9 

… ， ： 2，1 

X n ~ 

-I r « _ 2 

y 

* * • V | 

9 


(4) 


则 


4 1 ^2 1 9 …， 4 

△(久， •. • ， h ) = ♦ * • *.. 

尤卜，+，…， Xn 11 



△ (« ，》— 1，**.，/+1，/ 一 1，•••，()) 

A(n — 1, n — 2 ， --- ， 1 ,0) 


习题1证明 △(« — 1，》— 2，，^，1，0)除得尽所有的 Aa ， …， o , 并且其商 
是对称函数. ^ 
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习题 2 试算出 


△O + 1，卜2，."，1，0)， 

△(a + 1 9 n 9 n 一 2 y n — 3 * • 

提示： 先证明形式上有 

再定出^与及 • 我们现在研究 ，， 


， V0). 


， 0 ) X UExj + 


m 


与 


灯1，戊2, 




的关系由式 （1) 的对数微商可知 


9 ^2 > 


S 


n 


fOO 


7-1 


/(•r) 


/W — / GO 


X — Xi X — Xi 

n-\ 




wm 

S (一 _. 




X? 


0 


iv — / _ 


S C—i)^/ y] x £ xr 1 ^ 1 
i =° 

1 ,n - f- x 

2 ( S (— o ’ 江 〆 广〜 


对/求和因此得出 


1 f n 

rw * s f 


另一方面，微分 （2) 式得 


0 


• x 

S 卜 iy w 士. 


尸(和 S (—1) 

r = o 


n 


之) （一;一 〆 - 、 


比较系数得 




2(— i ) 


0 


(/ + 1) & n ^ L 


把 < 换为— r ， 则得 


0,1,2 


■ 


* 爲 

2 (一 DWr - 卜 ! 


0 


ly - 1 ^ 



1, 2 ，…，沒一 1，”, 




—叩0 = — o — l ) cr ” 

0^2 — <Vi + (T 2 s 0 ^ (n — 2)<r 2 . 


~ 戊 — i + • • • + (— l )^ a^ 0 = (一 1 ) 坩 (n 一 ni ) a mm 

U a , = 1, x # «« 代入，并移项可得 

Si 甲 « (Tj, 

(T^ — s 2 = 2a iy 


^m-lSi — (^m-2h + . • • + (—= ma m% 

把看成为未知数，解这线性方程 组得： 

定理2 ( Newton ) 


fi ^ s 2 


A 



9 

2 江2 江1 



(Ti 1 0 

2 a 2 < r x 1 


3<73 0*2 <T X 


再把 oy ， 

定理 3 


汀 i 



0 • 


2< t 2 0*1 1 " • 




2<t^ <t 2 <Ji 


f7l(T m <7 rn ^i (T m —2 * * * 


•汀 m 看成为未知数解得: 



n . 




^10 0 
^2^1 2 0 
h 方 3 h 3 

^4 ^3 ^2 h 



如果 m > n , 则由 

xf — +••• + ( — l^) n cr n = 0 

乘以 xr % 再对〗 = 1， 〗，•• •，” 相加，如此得出 

忘 m 1 + • . • + ( 0*江"’》1.-»1 0， 

即〜可由 CTl ，** •，〜，及 S m - % , S m - n 看出来，这是递归公式， 


§10. 对称函数的基本定理 

定理1任何一个对称函数(多项式) 一 定可以表为初等对称函数的函数. 

证明 1) 如果能够证明，它可以表为 h &，•••， £«»• ••的函数，则由上节的结果知 
道，它可以表为^•的函数. 

2) 由 

• 16 • 








n 


n 


备 m 




h 






可得 


s m s P = 十 2 


当 《 _ ? 时，可知对称函数 


f 

] S^i " $ m + P • 


当 《 = p 时 


“ =+ 2 ^xTxJ 


即对称函数 


2( 尤 〆; ) w = y (4 一仏 ) 


3) 再考虑有三个不同因子的对称函数 

如果防，声 ，分， 各不相等，且 m 十 q \ p ， p + 0 与 w 时， 

s^xTxf = 5>r + 〜f + I>r4 切 + 

由 （2) 可知 


"" f) 11 方 m+g 友 P - ^m+P+4 十 客 fn$p 备 q m H™ 


因此 


Sx ^ xfx ^ ^ m + P ^ fm + P^n 十 2 y m + p+p 

如果成，/>，9各不相等，但 m + q = p 时，则得 


^xfx^xl =« 一 s q s m ^ P 


2 




如果 m ， 夕，穿各不相等，但^ = ra 时，则得 


j. 


3 


X *^ ** S m SpSq — ^m ^m+^P ' rf zm* 

jL △ 




如果 m = p 则得 


2SO 内 ; r* 卜心 , 2^+ 令 〜 + ^^2m+q* 


又如果 W ~ p = 《，即 


62( 尤 〆〆 *) m = — 3 巧 m r m + 2 左 


3 m 


即 ExTxUt 可以成为初等对称函数.由此方法续行，可以证明本定理. 


§11. 两个代数方程有无公根 


以前讲过了一个重要 原则： 如果有一组非全为0的数 A 


A 使得 


n 


2 j a “ x i 


9 


1 


n 


则 


1 叫卜 o. 
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卜 •■» 1_ 


七|_1叩|拥眺、 '. fli '^ l 1 ： l - 






这一原则十分重要，并且是一个经常用的工具，现在举几个例子来说明此法的应用. 
例1假定 

a<)X 4 + 在 〆 3 + a 2 x 2 + a^x + = 0 ， 乂 1) 

裊 0 1 3 + 占 〆 2 十办 2 ；r •+* ~ 0, (2) 


有一个公根 I . 则 

a 0 ^ 6 + tfjf 5 + H - + a ^ 2 — 0, 

a Q ^ 5 -h 4- a 2 ^ H- a 3 ^ 2 + = 0, 

a 0 | 4 + + a 2 ^ 2 + 十 = 0， 

+ b^ 5 + b 2 ^ A + b-^ = 0, 

+ + 4 - b^ 2 = 0, 

、 

b,r + + b 2 r + = o , 

+ b ^ 2 + b 2 ^ + b 2 ^ Q 9 

可以看为七个线性方程，有一个解答 

= X 2 = I 5 , Xi = x 4 = ^ 3 , af 3 = i\ X 2 « X 7 = 1. 

这是不全等于 0 的解答，因此 


A — 


(Iq £li (X2 ^3 ^4 0 0 

0 a 0 a t a 2 a 3 a 4 0 

0 0 a 2 a s a 4 

b 0 b 2 b 5 0 0 0 

0 b x b 2 bi 0 0 

0 0 b 0 b x b 2 0 

0 0 0 ^2 ^3 



这便是方程 （1)，（2) 有公根的条 件了. 

一 般讲来 

j(je) == a 0 x n 4- a〆 -1 + • *. + 〜 & 0 ， 

gix^ ^ b 0 x m 4 - b t x m ^ 1 + * • * + 厶坩 = 0 ， 

有公根的条件可以由 

x m ^ l f(jc) = () ， ••• ，方 /OO = 0, /( 尤 ） = 0 ， 

r 

x^gix) = () ， ••. ，叹 O)o = 0, 玄 00 = 0 ， 

消去， +”' …，61而得出的行列式 

A « 0. 

如果 fOO ■ 0根是〜，•••，％， gipc ) — 0的根是&，••，‘，则 

h 

n m 

A = aS*^S XI II ^ — Pi ). 

1 = 1 > =s 1 


这个定理的证明,这儿不谈了. 
例2算出 


/(») = ^ r 3 + ^ ^ — 0 

有重根的条件.也便是求出 fOO « o , Kx ) - 0有公根的条件* 
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*4 


暑 





1 0 P ? 0 
0 1 0 M 
3 0 f 0 0 
0 3 0 ? 0 
0 0 3 0 P 


— 2 p — 3 q 0 

0 — 2 p — 3 q «= 4 〆 + 27 q % m 

3 0 P 


即如果 / O ) 有重根，则 4 〆 十 27 q 2 = 0. 
实质上这个定理不要如此证明的，因为 


f (^) - 3 x 2 + p . 

m 

由= 0解得 


x 



代人 / O )« o , 即得所求. 

习题1求出 

龙 5 + 5 px 3 H- 5 p 2 x + 亨= 0 

有重根的条件》 


§12. 代数曲线的交点 

h 

、 

命 /0， y )， gU , y ) 代表 T ， y 的多项式;则 


/O, >0 = 0 ， 

茗 0 ， y) = o. 

各代表一条代数曲线，问题是求这两条代数曲线的交点. 

方法 是：把 / G ， y ) 与 gO ， y) 看成为*的多项式，其系数是 y 的函数.由上节的 
方法消去 y， 即得一个行列式，展开行列式便得 y 的多项式，使行列式 =0. 解出 y 然后再 


解出*来. 

例求椭圆 


与双曲线 


的 交点# 
从 






i 




鴦 



消去得 
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由此解出 y ， 然后由 r = 含 算出: r . 

注意这些方法虽然用行列式的方法表达，但在实际应用时，还是用消去法的好. 


13. 行列式的幂级数 


行列式的另一定 义是: 


^22 


a 


In 


“nl 


a 


nn 


XI 二〜 1 “ •‘ 


Wfl 




1，如果 ’ 


n 


是偶置换，心，. 


*tn 


“如果是奇 


这儿 
置换. 

这一定义看来较抽象，并且在具体计算时工作量很为烦重，但是在理论上仍然十分有 
用，我们现在举一个十分重要的用场. 

定理 1命 


CD 




,(，V 


> 


n 


o 


表示〃个冪级数，并且都当 Ul <〃时收敛.则当 

Uil < >\ z n \ 

时，有次之恒等式 


<P 


八（怎1)， 


# • * 


， fX^nl 


fnizd 






2 
/!>/ 2 >->/ rt >0 






4 




Zl 


• ♦ 


Zn 9 


Z. 


证明由行列式的展开法可知此式左边等于 


to 


ed 


S … S 必 ㈤ )…心)如卜 .• c 


0 




00 


2…2 ( S Afcvt … ； … 0 


0 






«e 


€0 


r t =0 


4;)， 


a 


⑴ 


a 




S 




a h 


1) 


a U 


z[ l * * .々 


々、 




2] #_，::々卜 … A 


n 
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即得本定理. 
特别取 


fiW ^ /( u ) 


及 


/(《）=+ a 2 z 2 


则 


a K P = a t xl 


代人 




I 




«) 


次) 


ai ' 


71 


， ^ U x i n 


aix 


n 


aux 


In 


tfW - ^ a x% 




尤 1 ， 

— — ■ A 

… ，太 i 

4 

■ _ ■ ■ 

L 

1 


4 # * * 

9 x n 


即得 

定理 2 命 

/( 公) ** 0。+ + . 

表示一个当 kl <0时收敛的幂级数，则当 ky/l cp 时 


/Oiyi )， 


« • • 


， / Ow ) 


K^nydy 


♦ 


K ^ nVn ) 


2 a llW“tn 




y 


X . 


x[ n 


X 


tn 


yi 


y[ n 


再取特例 


/W = (i 一公） 


9 


则有 


定理 3 当 ky ,| <1时， 


S 


Xly . 

■ 

1 

* * ♦ v * 

■ ■■響 

1 尤 l > 

• * • 

y *n 


yi 


Vn 


， y 


In 


a(x! ， • • • ， r ff )A(y t ， • • * ， y„) 

n n o 


这儿 △(〜* *.■*•„)=« JJ (X/ — Xj'). 

证明由定理 2 可知，我们需要证明的是 













1 


^iyi 


1 — XlVn 


1 




1 — x n y n 


△(々，••• ，〜) ACy lf> ** *, Vn ) 


n n 


n n g 一 ，) 




这个恒等式可以从下一定理中换变数即得 

定理4 (Cauchy) 


A + yi 


+ Vn 


P 


△(>!，•••，&) aOi ， …， y„) 


n n 


n n (a+ 力 ) 


x n^yi ， 、卞 y» 

证明从第二、第三，… 第”行 中各减第一行，且利用' 

1 1 X t 一 X % 


+ yn 


+ jh (a + yh ) O/ + yA) 


/，々 =1 ， 2 ， 


n 


9 


可知上面的行列式等于 


W 

1 ， . 1 . 1 ， 

1 1 1 

C^i — ^?)C^1 一尤 3) • • * — 

^2 + Vi 心 + a ， ’ A + y» 

n 

H (^1 + yn) 

1 l l 

h — 1 

丄 5 丄 9 9 丄 

A + yi A + ya x n + y n 


由第二第三……第《列中各减去第一列，则以上的行列式等于 


f 

* 

1 1 

(yi — … （yi — y«) 

^ 2 + y% 7 ^2 + yn 

n 

n (a+ y!) 

i-2 

1 1 

x n ^ y2 9 ’ 丈《 十 


由归纳法得出本定理. 

# 


§14 Wronski 行列式的幂级数展开 


由于 




n 


5 


n 


△(A 


^n) P(W ••， Zn ) 


此处 P 是 ZfZ n 的齐次函数，其次数等于 


h + 


• • • 


+ /„ 一 0* 一 1) 一 (jt 一 2) _ • • 一 2 ~ ■ 1 




h 




2 


n(ji 一 1 )• 


由于 h > h > ••- > /„>0,所以除 
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n — I ， l 2 苗 n = 2, … ， “= 1 ， l n = 0 

以外， P 的次数常大于 0, 因此当％ — G 时， POi ，&， •.•，％) 
在定理 13.1 的假定下 


Iim 


n 


0 


1 

/“) ， ••• ， fidz n ) 

. 

△( 心，•••，〜） 

f”C 尨 l) ， • • • 9 in C^nJ 


心 ll ， ^n~2 y 


it ) ，⑴ 




/Z ⑷ 
w »—2 9 




换变数可得 


定理 1 如果 


在 ^ 时解析，则 


( - 1 Jt) 

1j2f•* *(^ — 1)t 

/i(0) ， … ， /”(0) 

/; ⑻， … ， / ； (o) 


^ * 

， … ， fr x K^ 1 

/lW，- • • ， in M 

*4 

AOi )， 

… ， /iC^«) f 


lim -^- 


九 Ol) ， ••• ， fX^n) 

/ i ( 公0)，…， 


( —0 


吾 n(fl—1) 


1 !2! • • • (zz — 1) ! 


/； Go ) 


> 


frj C^o) 

/« Go ) 


/ ( I ff " 0 U ) 


fn ^ Kzo ) 


习题用带余项的 Taylor 公式来处理本定理，减弱关于 /:(>)，••• ，/„Cs 
特别取 


& z li 


则得 


9 


r />0. 


Km 




n 




1 

s … 

△(&，•• •，^ 1) 

Zl 9 … 


Z, 


Z 


n 


n 


( — I ) 臺” ( a -1> 

112 f * * • (/? — 1) 


争 


1 9 

h ， 

hOi — 0, 




n 9 


• • • 


hiOn ~ 0 




=( 一 i)!g (”- 1) △(7i，."，0 

112 j *• • (» 一 1)! 

在定理 13.1 中两边除以△(>,，•••，〜）再命 


9 


则得 


-★0 . 因此 


的限制 . 


_ 
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定理 2 在定理 13.1 假定下 


hM ， 

•••，fnM 

/;o) ， 

…， fnM 

/ ( i fl- 1 ) W, 

… ， fn~ l) M 


2 j △(&，• 





此式的左端称为函数 A ， ，匕的 Wronski 行列式. 
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叩 i ： n-III.. ： . h ， wif ： nnnr- 


叫 HlW*r»r 


， + ， !WWP«_r"<ww 爛押 ■ilfc. 





第二章矩阵的相抵性 


§1•符号 


我们用 A = A imn) 代表《*行》列的矩阵，而 A — A ln } ^ A (n9ny 表示》行列的方阵 • 

单行矩阵 （饥一 1) 称为矢量(或称为行矢量），单列矩阵 (»-1) 称为列矢量 • 
如此， x =* x (1 - m) , b — b iUn \ A =» A im ^ n \ 

xA = b 


代表线性方程组 

m 

2 x i a ii • b i ， / ^ li — 

♦ 

对角线方阵以 [<,••• ，心】表之，其中 &，…， d n 顺次是对角线上的元素. 
/(=/ ( ->)表示》行列的单位方阵， otsowy 表示《 X »的零 矩阵. 

/表示由 j 经行列互换所得出的矩阵. 

和与积的定义和一些简单性质都不再重述.用 

表示矩阵 〆 中取第&，•》•，&行及 k …， tr 列所做出的 r 行列的方阵的行列式. 

定理 1命 

A - = O")，B = =(〜)， 

C 功 AB C tm ， n \ 

如果 p < 则 ， 


I (^/),< iU<P I 


1，2, 

2， 

r,<r 2 < *<r p f 2 





癱 


这和过所有的适合于 fi < r 2 < * * • < r p 的 r ， 这 〜•••，〜 是从 1 ， 2 ，•.•，》 中取来 
的. 如果 f > «，则行列式之值等于 0. 

证明假定由于 


n 


C ti 


=s= 


a ih^hi 


所以 


c ti I 


i<i ti<p 


: t 

• • • ， ^ J a lsp ^ s p p 


n 


> \ a pSt^Stiy * • • ， 〉] a psp^sp 


P 
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s MtiUJffir-Jjl ■… 約〜 • - 




晰 i:i__ .inM：f -.• 






CJ l ： rip. h ： f!rii • 


! 卞令 •、1 




4 - 




n 


E 〜 


n 


n 




2 


S 2 2 ^ 




， a is p ^spp 


n 


PH ? 


^i a psj^s t 2!> ••: ’ 2 j a PH^ s P 

1 fp—1 

i ] … bwf 1 ， 2 , …" 

1 S^l '夕 


( 1 ) 


1 ，办， •••， V 

此和中有两个 A 相等的项一定等于 0 ,所以我们仅需讨论诸&，•••，&互不相等的诸项. 
由1，2,…，沒中取一组适合于 

丄 — 

L 

\ L 

r ! < r 2 < •••<;> 

的整 数列. 在 b • • • ， & 中有 W 项经过排列可以得这样的数列.所以 


1，2 


P 


这儿 ^ 


kil —- s S ) b Ht • * * b ^pP 

rx<r t *"<r p Yj 5 5 •* •，夂 

心过的所有排列.由于 


2, 

犮 1 ，式 2, 


可知 


P 

H 


A 


2, 


r %3 r %> 


P 

r P 


) 朽口?， 


€ 


ii\ 


2, 


P 




S ^ ( / … ) 2 叫:::妙 

t\<r % <^<tp 、 r 15 r 2? •••， Vp^i^tp 


S ^ 

fi<rt<"*<rp 


即得所证. 


2, 






r 


p 




p 


P 


如 p ：> » 则和 0 ) 中所有的项都有两个 f 相等，因此所有的项都是 0 ,故得定理. 
附记 1 同法证明更一般的恒等式 


C 


Si 


h 


S P 


h 


s 


2 ^ 

ri<-<r p ^t iy 


S 


P 


r 


r 


B 


p' 


» * 蜃 


r 




t p 


此处 r 15 


r f 仍然从 1 ， 2 ,…，中选取. 


附记 2 两个方阵/， B 之积之行列式等于 j 与 B 的行列式之积 


§2 .秩 


如果 Z 的 f + 1 级子行列式都等于 0 而至少有一个 r 级子行列式与 0 ,则 r 称为 j 
的秩. 


定理 1 如果 C 而/， S，C 的秩各记为 r A y r B ， r 。 贝 !l 

r c < min(r d9 r B ). 

这定理可由上节的结果推出 i • 

如果 z 是可逆方阵，则 

rc = r Bm 

^ t 6 • 





因为由定理1，可知 


tc ^ r B9 


而又由 B = A ^ C 可知 


Tb ^ r c . 


同样 S 是可逆方阵，则 


r c = r Am 


注意 1. 有时取等号，例如 




B ■ C 


有时取不等号，例如 


(")， 

\0 0 / 


B 


10 
0 0 


0 0 
0 1 






C = 0. 


定理 2如果 C = Z + B, 则 


Tc 


^ r A + r B . 


证明取 p == 。+ 十 U 考虑 C 的任意 一 个 f 级子行列式 




a iihp + 


h 


P 


. ■ • 

Uiph x + b ip h 。• • •, ^iphp + h t k p \ 


a hh x ^ 


^ i.hp + b hh 


+ b iph ^ •. .， a ipHp 4 - b iphp 


^ i x k x ^ 


^hp ^iihp 


^iph\ y a ipk 2 ^iph 2 > 

照这样拆下去，可以把这行列式拆为 2〃 个形如 

t l h l > •••，这 i 、 h s ， 卜山 + 1 ， • 


> ^iphp + bi 


% P h P 


m 


h ixh p 


a i p h^ •••， a *ph s 9 ^i p A, +1 ^ … ^iphp 

之和.现在证明这样的行列式 = 0,这行列式中或有^列以上的 u a ”, 或有 r B 列以上的 
、”• 即< > Q 或 p — f 〜现在假定 p - s -> r B , 依第一列展开，展开后再依第二 
列展开，…，第 < 列展开，最后得如下的形式 


a 


b 




» b 




iS 土 * * * 狂 i s h s 

I 

b iph s 七 •••，hpkp 

这个和中 △，•• •，心在 “，•••，“ 中任取，但 尹 j t ， 由 p 
式等于0,同样处理/> ~ 的情況 .因而得出本走理. 

附记 1. A =~ ^ ^ = ( J ^ r c < r A 

\ 0 0 / \0 0 / 


> rs 可知，最后的行列 


tb 


2. A 



B 




0 0 
0 1 



^ = 十 r B . 


■ 








S 3 •初等运算 


在解线性方程姐时，我们曾经进行过三种运算： 

1. 把一个数4乘在第 i 个方程上. 

2. 在第 * ‘个方程上减去第 y 个方程的*倍. 

3. 把第 〖个方 程与第7’个方程互换. 

我们看这三种运算反映在矩阵 

. 

a n i 9 •••， <^ nn > b n 

上的意义. 

1. 対矩阵 的第〗 行上元素同成一数 4 也就是在 P 的左边乘以方阵 



[1，•••1，彳，1，…， 1] ， 

I 

第 i 个 

妁了方便起见，引进符号 E , v ， 它是一个》行列的方眸，其中除叫==1外，其他的元素都 
是 h 这样可以写成为 

[1， • • •jl’hl，• • .’l] _ En + •• • + E /_!/»! + qEu + E ； + i/-hi + • ••十 E nn . 

2. 每从第/行减去第/行的对应元素的 * 倍.也就是在 P 的左边乘以 

■ 

I — tEii . 

3. 第；行与第/行互换，也就是在 P 的左边乘以方阵 

I 一 B,7 一 Ejj + Eif + Ey/. 

所以 Gauss 消去法实质上就是在方阵 P 的左边乘以这三类的方阵.但是第三类方阵是第 
-、 二类方阵的 乘积： 



第二类的方阵称为 平延. 在方阵的研究中有极其重要的地位 • 
定理1任何一个满秩方阵可以表为第一、二类方阵的乘积. 


证明方阵 


(句/) 


的第一列中至少有一非零的元素，乘以一个第三类方阵把 d 变为一个方阵，其中〜与 L 
乘以 


[ aR \ 1 


， 1] ， 


不妨假定1,乘以 


I — ^21^21. 
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/ 


■h.'i !： uiKHda+r «i * 1 -i in •■■iiui -• = ^y.fmiiiiim>t«wrnR i irnwi 




得一方阵 h _ 0,依法继行 ，得叫 
再同样考虑 




^22 


a ^ n \ 


这 n2, • • • ? 

因此 可知： 一个满秩方阵左边乘上第一、二、三类的方阵可以把它变为三角形 


a \2 ^13 5 • ■ 


0 1，023， 


* « * 


5 


议 in 
a 2n 


0 0 0 


的形式，再乘以 


1， — 0125 0 


* ■ • 


, 0 


0， 1， 


便可把如变为0续用此法，最后得出 


即得 

L x L 2 * • * L r A 

此处 L , •都是第一 、二、 三类的方阵. 

由于这些方阵的逆仍然是这些类型 


/• 


[ l ，*..， l ，《 - i ， l ，..*， l ];(7 一 = / + tE fiJ 

(/ — Eu — Efj + Eij + =* / — Eu — E j} + + Eji), 故得定 理 . 

附记这方法可以用来求方阵的逆，仅须记着在进行过程中可以倣得“粗”些，例如 


1， a l 2 p 


议 in 


\ 


021 


S 


的左边乘上 


1 0 0 

^21 1 0 

a 31 0 1 


0 

0 

0 


\ 一從 0 


« * • 


1 


9 


可以把第一列第一元素以外的元素一次都化为零.而这方阵的逆是 


10 0 

a 2 i 1 0 

沒 31 0 1 


♦ « « 


0\ 


0 


定理 2任一满秩行列式为1的方阵一定是平延之积 
证明提要： 1) 
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iiMiiHWI 和 i ' r ^i r ■: 










- .' I '¥； :! l |n- 


• 夸 1 ■WV.Hi'HHd 卟 













0 


；)(： : H 1 : 



o \ / 1 


1 + ts 


t 


—心 + u ) 一 1 




s 


0 (1 + w ) 


/I + ts 
\ 0 


t 


(1 + ts} 


)(1 


_(1 + Af ) -1 尤 
1 


H 1+ 0 W 


0 


(1 + ts ) 


_ 


0 


因此， （ 0 可以表为平 延的輒 


2) 不用 un 1 ， 


1】，而用 [ an 1 , 1 ••- 5 1] # 


3) 不用 ( 


0 


0 


："/" * rr~f 

而用 


0 

1 


_ 


§4. 相 


抵 


定义两个济 Xn 矩阵烏 B 称为相抵，如果有满秩的 p ( = f >)，2( = #) 存在使 


A = PBQ . 


用符号 


表之 • 


E 

A = B 


E E E E 

显然有： 1) A = A ; 2) 如则 B ^ A ； 3) 如 S ， 


定理1 相抵的必要且充分条件是3与 B 的秩相等.凡秩等于 

7 (r) 0 


H E 

B ■ C ，则 J — C • 
的矩阵一定相抵于 


0 0 


■ 


证明经过换行换列(即左乘及右乘以第三类的方阵)不仿假定 


I r 、 / 、 

^ , /， A , « A [ r \ GO — 0, 

^3 A 


左乘以 


P 


A 7 X 


0 


SB 


得 


A,Ar l i 


9 


i Ar l a 2 
0 * 




这矩阵的秩所以“ *” 处等于0,取 


Q 


, — z 


y 


a 2 

I 


即得所求. 

秩等于 1 的矩阵可以表为 


_ 
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读者试由定理 1 来推出此结果. 

如 果/的 秩等于则可以凑上〃 一 m 行使 


是一个可逆方阵. 
证明由于 

添上 * 

而 

即得所求. 


0 


A 篇 P (/， 0)0， 

C-(0, I)Q ， 



bn). 


§ 5. n 维矢量空间 

* 


Rn 代表所有的矢量 
的集合，称 为* 维矢量空间. 

我们不再复习线性相关及线性无关的一些基本性质，我们只强调一点.《个矢量 

在 (/•) _ • • • ， ar«°) , / = 1, 2, • • • , m 

线性相关与否取决于矩阵 



的秩是否等于 m . 即 X 的秩是 m ， 则线性 无关. 不然则线性相关.假定其 
秩等于 r , 则其中有 r 个线性无关的矢量，其他的可以表为这几个矢量的线性组合. 

假定 


是济个线性无关的矢量，则由 

X ** + 



所表出的矢量的全体称为《维子空间.这《个矢量称为张开这子空间的基本矢量， X 称 


为这个子空间的表达矩阵.如果另有！个矢量 


也张开这子空间.则 


^1°，•••， 〆 *》 







I ^ i ^ m 0 


X = CY . 


由此得 r ( X )< r ( Y ), 同样 r ( y )< r ( X )， 因此 r ( X ) - r ( Y ), 因而 / = m ， 即得 
X ， Y 代表同一子空间，则有一满秩方阵 P 使 


X^QY. ( 1 ) 

例（1，0, …， 0) 代表一个一维子空间，其中的所有的元素是 （; c ， ()，•••，0)，对固 
定的<?1，•*•，<*»• * * • 5 a n t ) 也代表一个一维子空间. 

关系 CD 称为“左相抵”.显然也是一个等价关系. 


S 6. 矢量空间的变换 " 


变换 


xA . A ^ A in) 


⑴ 


把 I 中一个矢量 r 变为一个矢量 y . 
如果^是满秩的，则可以解得 


tA ^\ 


⑺ 


这称为 （1) 的逆 变换. 这样的变换（ 2 )把1? 
继行 


对应地变为其 自己， 




(3) 


得 


x ( AB ) 


即连续两次变换的方阵等于两个方阵之积. 


在中有 m 个矢量 


，⑴ 




则经 （1) 变为 m 个矢量 


1 


(/) = X U ) A . 


写成矩阵形式 




Y = XA . 

相抵”关系的几何意义是 X 所代表的 m 维子空间，经变形 (1) 变为 


Y = QXA 


所代表的》维子空间. 


由相抵定理立刻推得 
定理1任何一个历维线性子空间， 


可以由 （1) 变为由 


CSS 


(1，0 


0)， Q ~ (0，1，0, "•()）* • 


=(0, ••• ，1，0* •-0) 


所张成的子空间，也可以 述为： 在变换“群” （1) 之下， m 维子空间成一“可递”集合. 

特 别有： 任一矢量可以由 （1) 变为（1，0,-.,0),或对任意两个矢量我们有一个 （1) 
把他们变来变去參 
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零 






我们不假定 /是可 逆的.假定^的秩等于 r ， 则 （1) 把映射成为一 r 维子空间. 


原 因是: 


/ (r) 0\ 

PAQ^( Q J, |P| 与0 , I 殳1 〜 


而 


2 ~ 


变为 


iQ 


0 0 


命 it ^ tQ ^ 3**=# 广 1 ，则 / ~ • •本， 0 ，…， 0 )， 这些/ 成一 

V 1 ■' 

有的2也成一 r 维子空间* 3 

其次考虑 （1) 把那些 * 变为0,求解 


维子空间.因此所 


0 * xA 


即 




l (r) 0 




因而得 


r 个 


— （0, • ••，()，* 


*) 


所以 （1) 把一个《 — r 维的子空间映射为零. 


§7. 长度、角度与面积等 


现在考虑实矢量. 

定义两个矢量的内积定义为 


—个矢量的长度 
长度是 



aa 


ak ' ^ y^i dibi == ka \ 

i-l 

• i 

v^rr^rz , 两个矢量 3 j 所夹成的三角形的三边的 



aa 


9 ? a /kU ^ a / Cs —否 ）（g — 会)’ 


由余弦定理得 


( 痉一 螽 )(flf — ty = M + kU 一 2 \/ &a f bk f co$0 9 


这儿 <9是矢量“和矢量>的夹角.由 (1) 可知 


cos 6 


ab 9 


\/ aabb 9 


W — 0,这二矢量定义为正交，或相互垂直* 
这三角形的面积等于 


厶 




⑴ 


33 * 


m m f r-r 1 --t .■'I-!t ：!■! 1»«+ : I：| 


坤 : 货 ，•诔 匕 •卜也 _吁1>. - •••?!•• > 名 卜〜!： ^ ^ .^ i -1 




平方根号下的数等于方阵 

{ g〆 ， \ _ f ^ \ f ^ \ 

\ ka \ kb f / 

的行列式的平方根，由于 

aakk 9 —* (^) 2 ~ 2 Ohh 一 〜△/)% 

i<i <； <« 

p 

这等于^中所有的二行列的子行列式的平方和. 

一 般讲来(我们现在不 证)： 个矢量 

a {m) 

所形成的维单纯形”所谓单 纯形： 0及， ( i _ _ 1，•••，仿）的终点称为顶点过其中的 
和点有一（扣一1)维平面，《»+1个平面所围的体称为扣维单纯形作出矩阵 

/气⑴ 

A a \ \ 

\ a im) 

则这个单纯形的体积等于 

m \ 

最简单的单纯形的例子是由 = (1，0, ‘ • • ，0 )， A =** (0，1，0，〃 •，())，• ••，“ = 

(0, ()，•••， 1) 所形成的单纯形，也就是 

A > 0 ， • •. ， 尤 ” > 0 ， X! + • • • + ^ 1 . 

其次 

0 ti t n 1* 

也是一个单纯形，命 G *** A ， = A + A ，• • • ， t n = x x -\ - ••- H - r „ 则第二个形立刻变 

为第一个形，第二个形的体积是单位立方体 的丄. 这是显然的，因为 

n \ 

•••，《)可以分为《!块，而每一块经过变数排列就可以变为以上的形式 • 

研究体积时还必须考虑序向. 例如： 在平面上反时针方向为正，顺向为负，在三维空 
间如果三矢量的次數成左手座标为正，右手为负 ，在” 维空间如果我们固定了次序 



£29 • • • > f «• 

则经过次序偶排列的为正，奇排列的为负 ，对〃 个矢量 


来说，行列式 


为正的是正序向，为负的是负序向. 




(«) 



§8-函数行列式 （ Jacobian ) 


已往考虑过线性变换 
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Vi 




n 

s 


a H x i 


1， 


fn m 


我们现在考虑非常一般的变换 


Vi 


假定这些 Ti 


=仍 ( A ，• • •，^*)， = 1，2, 

< Pm 都是可以求偏微商的，如此，则 


m 


⑴ 


dyi 


；= 






1，2, 


» * # 


m . 


写成矩阵符号得(在不致于引起误解时，用 * 代替1表示矢量) 


dy ™ dx 


Q ( y ” …， Vm ) 

9( 尤 1， ••_，％) 


这儿 dx ^ {dx i9 ^ •, dxn) 是微分矢量，而矩阵 


Qfyi ， … ， y^) 

0(4, …， h ) 


/ 


dy t 

dx x 


dy 


m 


dx l 



dy 


m 


0心 


称 Jacobian 矩阵.如果 A 


又是 yi ，*"， y « 的函数，贝 !j 
30” …， q ) 


dz * dy 


3( y A ，••.，〜）• 


因此 


dz 篇 dx 


3( yi ， … ? ym ) d (怎 ” •••，々） 


QOi ，…， r „) d(y 




• « # 


，少 m ). 


即得 Jacobian 矩阵的乘积法则 


…， A ) — 3(欠1，…， ym ) Q ( g !，• • •，〜) 


当 m 


n 


9(吣，… yXn ) 

l 时，如果 A - 


…， y ”） 
= 则得 


• ♦ # 


^ ym ) 




9(y! ， … ， y w ) d(x^ * • • ， y ffl ) 

^(吣，…， a ( h ， …， y 坩） 


即如果变换 (1) 的逆变换存在，则逆变换的 Jacobian 方阵等于原变换 Jacobian 方阵之逆. 


§9 - 隐函数定理 


定理1 假定方程组 

■ I 

厂(尤1，…，〜 ， w ， y «) =。，.'.，戶/尤”…，〜，)；”…，〜）一。 (1) 

有一个解 


x k * x k y y yt ™ y/ 0) » l </ < « # (2) 

假定^在值 （2) 的数域内为连续函数，而且有一级偏微商，并且假定在值 （2) 时 

■ I 

包匕二 ^1^0. 

于是，当々充分接近于乂”时，方程组 0) 确定一函数组•，〜)，它们是连续的， 
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具有一级微商而且满足条件 


y /(4 0 )，• = y ?\ 

证明 对”作 归纳法，当》= 1时已知此定理正确，假定对— 1) 个方 S 此定理 

成立，今后证对》个方程也成立 • 

经过适当地改换函数的号码，可以假定在值 （2) 处 

3( F 2 , …， F ”） 




， y «) 


^ 0 


因此唯一地确定函数组 


>2 

以此 代入匕 中得 


奶（尤 1，…，太和>0,…， 


yn 




Tm ， y !) 


(3) 


戶 1 ( 尤 1 ， • • •o yi ， <P2, • • 9 y<pn) 0 # 


(4) 


这是 A ， 


〜，的函数，如果能证明它对力的偏微商不等于0,则可由此得出 K ， 


h 是&，•••，〜的造合于定理所要求的函数，再代入 （3) 即得定理. 
因此问题变为求坻(4)对 h 的微商(指把奶， :• •，％代入得的情况) 


© 


dFj 

办1 


再由 


Pi 


1? 


x . 


/ =2 ^<ps ^yx 

L 

yt 9 n ) — o 


(5) 


可知 


dF t 

在 (5)，(6) 中消去1，#， 

^yi 


n 


s 


2 


dF t d<p s 

a < p , dyi 

得 
办 i 


0 ， Z = 2,… 5 


( 6 ) 


-( dFi K 

dF x 

'^ . 3 

dF t 

^ j 

dF t : 

* * 3 

\dy x ) 

9yi 

d(p 2 

dq>n 

dF n 


\dFn 

…也 

dy/ 

'■ 

0qo 2 ’ 

^<Pn 


0. 


即得 


dFAdCF 


25 


• « * 


，心） d(F 


3 L ， 


F n ) 


byd 9( y 23 ** 


… 


0* 


所以 


由此定理立刻推出反演定理. 




0 # 


定理2设有 

y% ， //( 尤 1，…， t 

假定//以及其—级偏微商在 A — 0 = 1 9 • • • 

3( yi ， … ， y ”） 

9(4 ，…， rj 

于是方程组 （7) 唯一地确定一组在值 


K 2 




•••，》. (7) 

n ) 的邻域内连续而且在此点 


0 
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■•i '■ •- I-I!l - 





y 


( 0 ) 




1 ， I . - • t 

的邻域作为的函数看的 yn ) y 这些函数是连续的，具有一级微商 
的，并且适合于 


乂 0) 






( 0 ) 


#)) 


这证明是上述定理取 


Fi = fi — y $ 


的特例, 


10. 复变函数的 Jacobian 


如果 


n 


fi = 2 外 〜，“ 2 




n . 


k 


n 


^ s ㈣ ， 


则 


9 (%， • • •，qp ^ d(x^* ^ ^Xn) Q(/i? # * * >/n ) ‘二 
• • •，>») ，…， y ff ) 6( Xi ， ， x B ) 3("，. • 


，％) 


，/(!) 


c _ 的 M "'， ■ 蘇 c 


，尤 《) 


因此 


dct 


• • • ，( fn ) 


dct 


Hfl ， …， fn ) • 

Q(^iy * * * ，^ *) 尸 


根据这个结果，我们来 证明. 


n 


定理 1假定 

乃 Oi， …，％)， / = 1 ， 2,… 

是》个复变数函数的解析函数，把变数和函数都分为虚实部分 

z K = x K + iy k> j k =^ u k + iv k> 


则得 


det 


’ 3 (“i W 
乃 （ A ， yi ，••♦，〜， yn )^ 


，议 n ， 




det 


0(/i ， … ， /n) 
_ •，“） 


证明 


(z^zj)= ( 巧， y ，） ( • 


(/” D = (〜，〜） 


? 


9 


? 


因此 


det 


d ( u ^ V ^ - • 9 yU n yVn) 


0( 尤 l ， y” 




，>o 


det 


…， f »， L ) 、 

9(之， 匕，… ^ Zn ^ Zn )/ 


dct 


9( 六， •- ， ifn;h，l 


2> 


_ •華 


，D 


dO ” 


，芯 fl; 芨 13 


5 J 
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如睪謙 ，的解析函数，则由定义可知 f 


°vf = °-因此上-行列式等于 


det 


a a 


♦ * ■ 




0(4, • 


det 」 


Q(7i ， … ， h)_ 

■ - - ■ ■ ■ ■ i__ 


« • 


5 


Z 




即得所证. 


关于解析函数的隐函数定 理有： 
定理2如果在原点 附近〃 个函数 


尸 ,Oi，-• . ，如 " ；々 ，•••，〜)，/ = 1 = 


• * • 


n 


是解析的，而且 


h (0, •• •，()）= 0 


及 


det 


3(F” …， F”) 


d(^w 


^ n ) 


_ 0 «/ = 0, 2： = ()• 


则方程组 


Fi ( 


w 


m 鲁 


•，矽 fl ， 艺1，… ，之 H )， 0, 


1 


n 


⑴ 


有唯一解 


n 


( 2 ) 


= %(々，•• . ，〜）， 1 = 1，2,- 

此解当== 0时，浓= 0并且在 z = 0 附近是解 析的. 

y •_ • ■ 

证明我们把方程 (1) 分为虚实 分， 则得出 2 »个方程式，約=«/ + ㈤ 看成为 
个实变数《/， 〜， 由定理1，可知作为卖变数来说， Jacobian 在原点非零，因此可以解出 
一个解有一阶的连续偏微商，这解是唯一的，而且在原点处 =0. . 

对匕微分 (1) 式得 

-aF y dw p dFi dz x 

a ‘十点瓦 


由于 dzjdz m ^o , 所以 


由于 det 


d(F 


B ( k w ] 


•瓷^ 

’ 所以 ^ 


1， 


«• 


從 n) 


O 

OZ 


0,即％是的解析函数. 


§11- 函数相关 


现在 考虑〃 个变数的《个函数 






U x (A ， • * ^Xn) 1 


U' 


狄 m C*^l 5 > ^#j) •- 


⑴ 


假定这些函数是连续的，而且有一阶连续偏微商，如果有一个非零函数 

当把 (1) 代入此函数时，得到一个对々，••_，〜恒等于0的式子，这历个函数称为函数相 

关. 
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我们主要的结 果是： 考虑 Jacobian 矩阵 


I 


3 (“” …， fp 

3( 尤1， • • •山） 


du t 

1 • 

du t 

dxj 

dx„ 

h • _ a • 


■ ■ ■ v ■ 

• • # 

d Xx 5 ， 



如果它所有的 

0，则有你一 T 


1行列的子行列式都恒等于0,而有一个 r 行列的子行列式不恒等于 


个可以表为其 他的〃 的函数.当 


^时，非函数 互依. 


如果 w < 〃，我们不妨添 


个函数 


m==t 太《 1+15 * • 

如果 m > n ， 不妨假定函数是与另加的 


个变数心 +1 ，一 •，〜无关的函数，因 


此今后不始假定 m _ n . 

这一结果稍为复杂些，我们现在分步分段的说明如下（以下是分析学者的处理方法， 

我们可以着出逐步思考的过程,下节中我们将归结为代数处理方法 x 

为了不与 Jacobian 矩阵相混淆，我们用 

DO ” …， u n ) 

D(x 13 * • 

表示 Jacobian 方阵的行列式，或简称为 Jacobian # 


定理1 命 


9(吣，… 5 x „) 

n ， (1) 所定义的函数为函数相关的必要且充分条件是 




0. 


( 2 ) 


证明 

1) 必要性为了容易理解，我们取3: 

X 篇 y = / 2 (y ， y ， 怎 ）， Z = / 3 ( 尤， y ， 怎 ） • 


(3) 


假定 


d ( x 9 y , z ) 


笋 0. 


即有一点 


D ( x D y ^ z ) 

y - yo , 定=»。（由 （1) 得出对应点 x = x 0 , y = Y 0 , z = z 0 ) 使 

z>(x ， y ， z) 

D (^ X y y Jx ^ x 0 ty ^ y 0 fX ^ z 0 ^ 0 

由隐函数定理有 a 存在使造合于 

IX - X.i < h , IY - y 0 | < h ， | Z - Z 0 | (4) 

的每一个 ( X , Y , Z ) 都有 Ar ， y ，2 适合于 （1)， 换言之， /»/ a ， f 3 能取区间 （4) 中的任意 
数值，因此不可能有函数关系 


f ( x 5 y ， z ) = 0 


存在. 


同样理由可以证明，如果 

D ( X , Y ) D ( X , Y ) 


D ( X , Y ) 


Z )( r ， y ) ’ Z >( y ， 怎）’ D ( z ^ x ) 


中有一个不恒等于0,则 X ， Y 间没有函数关系. 







更 一般些，如果 n > tn ， 而 （1) 所定义的 w 个函数〜，•••，〜有函数关系则 

• • • ， ^m) B q 

D ( x a% y • 

此处 〜，•••，《„ 是取自1，…， 》中 的任意 m 个，也就是 Jacobian 矩阵的“秩”(指恒等)应 
当 


2) 充分性取四个变数为例 

X == f L ( x f y 9 z , t )' 

Y = y ， ：，0、 

z = / 3 ( 尤， y ， 怎，丈) 
T == f 4 (xy y 5 ty 


并旦假定 


先假定 


则可解得 


at at 9A 

dx dy dz dt 

M M M 

dx dy dz dt 

M %, 

dx dy dz dt 

a / 4 df 4 &u 9/4 

dx dy dz dt 


8 


D ( h ， f 2 , h ) 


关0, 


( pXX . Y . Z . O , y = < p 2 ( X ， Y ， Z ， z ), ^ = < p 3 ( x 5 y , z ,0. 

代入 （5) 中第四式得 

j * * 

t = /4(啊， <p2, 奶， 0 = f(x ， y ， z ， /)• 

我们只须证明 f 与 r 无关，即 



(5) 


( 6 ) 


由于 


这儿 


dept 

dt 


dq>i 
dt • 


dF ^ 9/4 d(p t + 9/4 dg>z + df 4 dq> z 十 dj^ 
dt dx dt dy dt dz dt dt ’ 

^ 是隐函数 cp ,, < p 2 , 9l 对，的微商，由 （5) 来决定>， 

dt dt dt 


Pk 

9 «Pi 

+ 

dh 

d < p 2 

+ 

dh 

d < p $ 



dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

dt 

dt 


a/ 2 

Q<Pi 

+ 

df 2 

a < p 2 


du 

9 q)i 

O/2 

- o ^ 

dx 

dt 

dy 

dt 

+ 

1 

dz 


+ 汍 = 

a / 5 

9 <Pi 

+ 

a / 3 

dq > 2 

+ 

dh 

d ( p 3 

+ 牝 = 

= 0 

dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

dt 

dt 

v • 

j 


⑺ 

d<Pi 
dt ， 


(8) 
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由⑺与 W 消去勞， t ， 普 


1可得 


dh 

0/i 

dh 


dU 

9^ 1 - - 

dx 

dy 

dz 


dt 

% 

df 2 df 2 


df 2 

dx 

dy 

dz 


dt 

>■ 

dh 

% 

% 



dx 

dy 

dz 


dt 

a/ 4 

«s 

PU 

du 

a/ 4 

一 dF 

dx 

dy 

dz 

dt 

dt 


0 . 


即得 


0 s A - ：在 


6F 

dt 


由于所以 


9F 

~Wt 


0,即函数 X ， y ， z ， T 间有关系 

' - , 

T « FiX , Y , Z ). 




“( 9 ) 

注意除这个函数关系之外，不存在其他关系，如不然，以 (9) 代人，得一个 X ， y，Z 
之间的关系，因而占国0,这与假定不符 • 

现在再考虑△的所有的三阶子行列式都= 0的情浼，假定有一个二阶子行列式 


Djft . h ) 

D ( x , y ) 


S ' —上宾 -0 


从 （5) 的前二式解得 


(fiCX ， Y ， 茗，犮）， 


y *= 妁 ( H 苽，方）. 


因此 


Z = ,3( 尤， y ， 怎 〆 ） = Fi(X ? Y ， 2,0, 

r = / 4 (>， y ，;?，/) *= FzCXyY J z „ t ) 9 


由 


dF t 

dt 


i _ 

d(p x 


Bcp 2 

+ 也， 

dx 

dt 

dy 

dt 

dt 

0 n 

9<Pi 


d 灼 

+ 恥, 

dx 

dt 

Oy 

dt 

dt 




Q/a ^<Pi 十 §L d( P^ ^ d h 

dx dt dy dt dt 


推得 


Z>0 ， y ， 怎，） 


d 


, dF t 
dr 


因此 


dFt 

aT 


# 


同法证明 


dF x 

dz 




0,因此 A 中不会有/与 5 T ， 同样处理， 1 f . 2 也与 


无关，即有两个关系 


z _ F/X ， y) 


r- f 2 ( x , y) 


最后再处理所有的二阶子行列式都曰0,设有一阶子行 列式美 0:，这样 X ， y ， z x T 
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v •■：： K- -3i!'l：- ■!■■.： i t 






中有三个能表为另一个函数. 
总之： 如果 


办 (Fi ，…， FJ 

■ — _ ■■■ — 

9(^1, - . .，尤”） 


的秩等于 r *， 则 F i 9 --^ F tt 中有个可以表为 其他/ •个的函数，即函数无关的函数 
的个数等于 r . 而且没有其他的函数关系. 

因此不难推得本节的开始的结论. 

特例： 两个函数 ，…， ^)， F 2 ( ry ，0 是彼此相关的函数的条件是 

dF i: dF 2 

Ox , dxf 


与 i 无关. 

附记 1 若以上所说的函数 


F x , F 2 ,-^ F n 

_ ■■ 

除去变数 X l9 外，如果还有另一些变数 yi ， •••，>/， 

韋 

&，…，心间有函数关系，但这个关系苟能还依数力，…, 
附记2如果尤，父是*， y，af 的函数，而 Jf ， y ， 3?是《， 


miigC^ALl ： 

如， • • 



=0仅说明 


泛鈿函数，则 

i j 

«■ 


Z >( X , Y ) 面 D(X,Yy D(x ， y) + D(X,Y) D(y,z) 

D(ji^ £)( 太， y) D(y 9 z) 

十 D(X ， Y) P(z 9 x) 

D(z,x) D(u, vY 


应用： 对数性质的直接 证明： 假定 /GO 是一个函数，当/= 1时为0，而其微商等于 
+•令 

则 


因此有一个关系式 
取 y ™ 1，则得 / O ) 一 9W . 因此得对数 性质. 

§12. 代数处理 

■ t r ■ 

在讲代数处理之前先来一个 对比： 

y ™ xA m (1) 

此处 y — y ium \x — X ix > n \ A — A <n ' m \ ( I ) 代表 》 个变数 々，•• •，： r a 的 w 个线性方程 
组，假定 〆 的秩等于〜 


/ O ) + /( y ). 


xy 9 


D ( u ^ v ^) 

D ( x ^ y ) 


y 




0 # 


/ W + /(y) = qpOqO. 
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重新编排 y 及 f 的分量，可以使^中左上角的 r 行列的子行列式不等于0，即 


( h ，• • • yr+n • • •， y «) ~ Oi 


x t^ 



此处次 = A { {\ A 2 ^ A { {^ r \ A, = A\ n ~ f * r \ A 


(*r 


i ， •- • yfhr + i ， 


%) m o 


i ，* * . 龙 r ， 尤 r +1， 


X 


^ n ) 


T) . 由此推得 

A t 0 

A, Z(『 f) 


(2) 


n. 


⑶ 


代人上式得 


(yi ， • • • ， yr ， yr+i ， • • • ， ym) *= (& ， ••• ， y” a+i ，•••，％) 



o \-i /A x Ai 
^ r) ) \A^ A. 




(4) 


由于 


A x 0 

‘為 /(") - 



A,A{ 1 I 


及 j 的秩等于 r 可知 


A i 0 


—i 


A 


3 


A , A 

Ai 


7 (r> A^A 

I 

0 0 


2 



因此 


(y” … ， y”yf+i ， … ， y w 〉_ (yi 


… A \ A y 


(5) 


即 


• Ov + i ， … ， y «) — ( y ” … 

即 > v + i ， …， y «* 可表为 yi ， …， yr 的线性 函数. 

现在来处理上节所提出的问题 

0 («1， . • •，〜 ） 


( 6 ) 


du ■■ dx 


0 O ” …，无》) 


do 


■ 

重新编排《与 X 的次序，可以命中左上角的^行列的子行列式#0.艮 u 


dO !， 


X 


n 


( Jtti ， … ydurjdUf^u - (•， du m y — (dXn … ， dx”dx 


r+l ， 


dXn ) 



9 


( 2 ，) 


此处 


一 d (;o rn . 

* ，龙 r ) 


由此推出 


(,du 13 • • * ， du”dx r 


+i 


dx n ) = ( 私 ， • • r 3 dx r> dx f ^ , … ， dx n ^ 


A , 

^3 


0 

j(n^r) /* 


(30 


同时处理得 


( 也 ”… ， du r ， du r +i ， … 9 du m ) = {du 


X9 


• # • 


， du " dx f ^ - • • 9 dx n ) 


A7 X A 


0 


i 

0 / 
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由 Jacobian 乘法法则可知 


1 ^ 1 ^ t \ _ d ( U t ， … ， f /” 极 • •，“ m ) 

0 0/ d(u %9 - • • 9 u r p ^r+15 • * • 5 O 


( 5 ) 
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即 


^r+L = o. (6) 

加 r+1 dx n . 

I, ■ 

即 《 r +1 与欠 r+1 ，…，％ 无关，同样 u r +2 , …， u m 都与 4 +1 ，…，4 无关. 因此 《 f + i ， •“， 
〜是…的函数 .即 


=* • • • ， Ur ) 9 

i .. ⑺ 

Mm = V m (u^ * * * ^ r ) • 

我们现在研究这 r 个函数关系之外，是否还有 其他. 显然是有的* 例如/ 

汉 r+1 + «f+2 = 心 +i + 泛 r+2 ， 

uf +1 + 7u% = Vr^i + 7v% 

l 

等：因此，我们还必须明确所谓其他的函数关系.把 (7) 写成为 

| »* i (« i »* * *»««) ** 0> 

. . . C8) 

••，《«) ™ 0 ， p _ n — r. 

由 （7) 可知这 P 个函数的函数行列式之秩_于 h 

如果 《 i ， •••，《«适合（8)，则显然也适合 〃 

F ( W P )=* F (0，*，-，0〉. (9) 

因 此如果一 个函数 依赖于 r l9 - • • iT P9 则也为 th ， 所适合. 

所以我们的具体要求应 当是： 在 (8) 之外，是否还有 

^ ， * 

w «) ‘ 0 

不与 〜，•••，& 函数相关的 ，也 就是以 (7) 代入它不恒等于0 的.回 答是: 没有了. 如果 
有从 (7) 代人得到一个〜，•••，々的函数•即 w 、 u r 函数相关，这和原先假定的 


二 •，“ r ) 异 0 

…，尤 r ) 

相违背 . . 」；、 

因此得出上节开始所谈到的结论. 

请读者比较这两个处理 方法： 先看出来龙去脉，再看加工后的优点. 
习题 1 


则 



A 

sj \ 一 一 


一 X 2 n 



_ ^ n 

\/1 — x\ 一 . • • 一 Xn 


习题 2 


…， O _ _ 1 _ 

dOr” *•.，％) (1 — — jtj- • • 一 x 2 n y^ n ^ 


X X = COS <px y 

x 2 sin q>i cos < p 2 > 
x $ = sin (pi sin cp 2 cos <p 5 . 



_ 


x n — sin qp ! sin </? 〆 •• sin icos < p 緣， 



，肿 j H_ | _ _ _ 


ti!i|| • HHI+ • 












则 


幸 (― - - - sinV 


公 （9 V •，<jO 


,sm q> n 


13* Wronskian 


n 个单变数的函数 </>，■(%)，* « 1 3 2 


称为线性相关，如果有一组不全为0的 


常数•使 


c，<#vOO s o . 


(O 


假定这些函数里可以微分（〃一 l ) 次的，则微分 （1) 可得 


n 


2 d°oo s 0 ，卜 1 ，2 


n 


消去 Q ，…，即得 








<t>n 



< t >\ 


( n -1) 




(#—1) 


^ 0 # 


灰(也，•••，&)称为 Wronskian , 这是线性相关的必要性，只在一些添加条件下，充分性 
才能 正确. 

我们假定 W ( cf > 19 -- 9 4 > tt )^ 0 , 并假定在某区间内灰(也 ，…，么 -J # 0 . 

由 

U — 1 

0» ；,_i) w «*= 2 «».oow 卜 0 o) ，/ = 1 ， 2 ,…，》， （ 2) 

可以算出叫 oo ( 唯一决定)，微 ^ 3 ) 式得 

此 )oo = 2 «*‘00㈤ 7) oo 十 2 (3) 

»=i *=i 

由 （ 2 ) 可知 

«-t 

o = 2 卜 0 w ， / = i ， 2 , …，》 — i . 

» — 1 

由于职（炎1，"•，么 -1) # 0，所以¥00 s 0.即 mOO 篇 c “因此 

必 mOO C • 

i 

故得 

定理 1 在<办中假定研(必 1 ， • • •，也 》) s 0 ，并假定在其中所有的》_ 1 个 
函数的 Wronskian 不同时为 0 ， 则 < p i 9 …木 线性相关. 

P ^ ano 之 反例： 

4uC x ) s 2x 2 ， 企 2( 尤 ） s > (方 >0); 

杏 i (*) s = 2 x 2 y (^x ^ 0) # 
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则在 x 时，也0) _ 2^0) ，而 * <0时 ，也 0) =丄 也 (*)• 

2 

此定理在含有 * = 0的区间内不正确，其原因在于当 * = 0时 ， WM - 研（也）_ 0不 
合要求. 

但如果加上解析条件则有 

定理2 命 也 (>)，•• 是个解析函数，它们是线性相关的必要且充分条件是 

* * • » 4 > n ) 笠 0. 




f 

第三章方阵的函数、贯及级数 

- J 

§1.方阵的相似性 


我们不再复习初等因子等，而仅将方阵相似性的定义与 Jordan 标准型简述 如下: 

定义两个》行列的复元素方阵 B 称为相似，如果有一个满秩的方阵 P 使. 

• A — PBP - 1 . 


用符号 j = 5记之. 

E E 

显然有 （ i ) A = 00若 a = B 则 


E 

B ^ Al 


E E 

( iii ) 若 A = B 9 B ， 


E 


C 9 则 J =* C . 


定理 1 如果 W 的初等因子是 


(又一又 1) 穿 1 ，（又一 


，（A — Xs) qs 


则 j 相似于 


AO 
0 3 % 


• • • 


0 

0 


\o 


0 


Jsl . 


这儿 


又 / ， 1 ， o 


= 0， U ， 


0， 0， 0, 


♦ _ 


又, /• 


这是一般书上所说的 Jordan 标准型(或法式). 


为了应用方便，当时，我们有时取以下的方阵代替入， 


(/%)，/ = 产， 


1、 1、 0, 

0， 1， 1， 


, 0 
, 0 


0 0 0 


要证明这点十分容易，因为 hJ^ )E - Ji , 更具体些 因为/ 

j •一 [ i ， u ， …，…， x ^ r 1 . 

以上所说的相似关系是在复数范围内进行的.在有些应用中我们不希望出现复数. 
希望实的经实的变化而变为实的也 就是： 

定义两个实元素方阵 j ， s 称为实相似，如果有一个实满秩方阵 p 使 

PAP ^ 1 = B . 


当然我们可以从头研究起.但是我们既然学会了定理1，我们希望利用它来处理这新 
的问题 • 

定理 2如果实^的初等因子 

(又—又（又 一 L )% 是实数 
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(又一 /£> 〆〜)&，•••， U — f > r e ie r 、 p ' r 对共扼复数 p〆 〜 

(又一 p〆 一访◊〜，•..，（又 一 /> 〆 —〜)〜， 


则 W 实相似于 




0 


< 


0 


0 又产 〉 


0 0 


0 


T 


0 


0 


XsJ iq ^ 


0 p,Kx o 


0 

0 


0 


0 


PrKr 1 # 


(当 ^-0 时仍以人,•代； l ,/) 此处 


cos 6 sin diJ^ \ 
— sin cos 


这样的标准型是实的. 


(读者自证，虚的初等因子共规成对). 
证明由于 


I 


P 


il 

il 


)( c ： 


cos 6J sia 07 


sin dj cos 6J 


)(; 


il 


P 


e ie J —ie iB J \ / 
W J ic- ia J ) \ 


2 V 




h r: 


0 

pe- ie J 


9 


所以由定理 1 可知^与 T 是复相似的，即有一复方阵殳使 

QAQ ~ X - T . (1) 

这儿 a 与 r 都是实的.我们现在证明一定有一个实的口适合于（1)，命 

^ # j * 

Q^V + iW. dct(F + iW) =56 0 . 

则得 

■ : ■ ' 

VA - TV 3 WA = TW m (2) 

考虑 

fM — dct(F + xW^) 9 、 

这是一个 * 的实系数多项式.由于/(0 # 0,所以 /(*) 的系数不都等于0,因此有一实 

数知使 f (^ o ) 一 0，而 ， 


即合所求.因为由 （2) 可知 
即得 


P + x^W 

■a 

H I 

r i F ： * 

(P 十 x 0 W)A = T(F + x^W)y 



PAP ^ 1 = T . 

■ r . 

J 2. 方阵的幕 


命 


_ 


4 « • 









即 an « 1 3 M 1> 其他的％都等于 0- 

定理 1 



W ifi ? — 1 ^ a??+i = ( i )，0 +2 8=2 G)， -••主辞角线以下的元素 =0 - 

证明由 



及归纳法 假定， +1 



故得所云. 

定理2 



cos 63 sin 8J 
sin 6J cos 6J 



/ cos WJ l ， sin 1&J\ 
\ 一 sin WJ l y cos WJ l J 


S 3. 方阵乘幂的极限 


先看方阵乘幂的极限 

] imM l ⑴ 

存在的条件是什么？ 一个矩阵其当/ -> 0 O 时趋于极限的意义是 A/, 的第V行 
列的元素当/ — 00时趋于 M。 对应的元素 

看 （1) 的极限与看与 M 相似的 2V 是否趋于极限完全相同.因此先看 Jordan 方阵趋 
限情况 • 

1) 特征值X的绝对值 U1 > 1的情况，由于 limV 不存在，所以如 M 有一个特征根它 

X 

的绝对值>1，则 （1) 不存在 • 

2) 如果 UI ■ 1而又尹1，由于 

lxme tla 9 0 <Z a <Z 2ut 

i - 

不存在，因而如果 m 有一个非 1 而绝对值等于1的特征根，则 （1) 仍然不存在， 
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• 1- iprN? ： l^ ^ ： i-t 1 




•fll iH.: ： fi' v 









3) 如果 1 是特征根，但并非单的初等因子，由于 



也不存在. 

总之，如果要求 （1) 存在 M 只能有绝对值小于1的特征根及等于1而是单的初等因 


子的特征根. 


4) 再看|糾< 1的情况. 



由于V — 0, 



I 



所以 （A/y— 0 


必证明). 


(当 ii = o 时，乃《0,不 


因此得 

定理1 如果3仅有绝对值不大于1的特征根，而绝对值等于1的特征值只有1，并 
且它的初等因子是单的.这样 


l ~^co 

是存在的.并且只有这样的情况是存在的. 

这极限為的秩等于 z 中 特征根1的重数.而且 Al ^ A , (是一幂等元素). 
定理 2在定理1的假定下如果1是^的单根，则 


= u’ v • vu = 1 # 

I ->00 

而且〆与《是 j 的特征值1的特征矢量(列或行).并且除一常数因子外，这是唯一的. 

证明由定理1可知爲的秩等于1，因此可以写成为《'卜这儿《，〃是二矢量.又 
由于幂等性质，即 

UV = U VU V = 


即 


(1 — vu^)uv — 0 # 


而 “V # 0，所以 vu ^ 1 # 

再证〃是对应于 j 的特征根1的特征（行）矢量.假定 h 是对应于2的特征根1的 
特征矢量，即 ’ 


连用/次，得 
当 / —0 O , 则得 



v x A l = 




因此 

{v x u)v 

即^与 h 相差一个常数因子 以， 而且 d 




Vx 
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同法证明 


Au ™ «’• 

定理 3( 极限定理）仍如定理2的假定，对任一矢量: r , 作矢量 

xA l =*■ 

Wlx t 的极限仅与〃相差一个常数因子.也就是不管始假定如何最终结果的矢量各支 

量的比例恒不变參 
证明由 

\imxA 1 *-• xu v *= {xu^)¥ 

I ^<30 

而得. 

」 1 ■ ■ 

I 

§ 4•幂级数_ 

现在研究幂级数 

⑴ 

I 

这儿力是复数， x 是一变〃行列方阵. 

■ 

假定 S Uixl ， (2) 

/ =。 

的收敛半径是 P 即当卜| 时 (2) 收敛. 

这问题的研究也就跟 Jordan 标准型代X而得的问题等价. 

1) 已知当|*| < P 时， 

sO …， 20, … 

都收敛.所以如果 x 的所有的特征根的绝对值都时， （1) 也收敛. 

2) 当 x 有一个特征根的绝对值 >〜则 （1) 发散. , ‘ 

3) 当X 的所有的特征根的绝对值都关于绝对值 == p 的特征根 = pe i0 9 如 
果对应于 心的初 等因子 0 — 砧〃，…，“一 il 0 )S h > h >--> l s9 则霈要看 


/ = 0 

/’(又。 ） ，2 w -1 ， 

/ = 1 


/ (/l> ( 又 0) = 2 1(1 一 1). * •(/ — 之 + l)ai(pe ie y~ li 

是否收敛而定.如果都收敛，则 （1) 收—发散，则 (1) 发散， 

§ 5•幂级数举例 


0 


expX e x — 
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这个级数对任意的方阵 X 都收敛. 


如果 xy = yx ， 则 




■岬 

ES 


X l Y 




0 

(X + Y) ff 
«! 

但当 XY ^ YX 时，此式不能成立* 


2士2 


n T 

_ 


0 


» 


/!0 — /)! 


X l Y n ^ 1 


2 


-X+y 

^ # 


假定 X 的特征根等于 I 


In , 则 〆 的特征根等于 


€ 


€ 


由于（当 A 关0时，取 J = J (s) ) 


c , P U -±^ J ^± f } 

/ = 0 *! i-o t \ 


/(/ 一 1) 
2 


0 




* 


* 


奉 


« 




1 


Xe 


2 


e 


e 


所以对应的初等因子等于0 — 

1 

当 A = 0 时 cxp / o 实际上是 一 个多项式，而初等因子是 （ x — 1)' 
2) 同样可以定义 


C0 


cosx = g ㈠ ) 盖 


m 


炉十 1 


^ x -¥ cix ^ e ' ix ^^ iy (2i + i)r 


不难直接证明 


cos 2 X + sin 2 X - 1 9 


同样可定义 


«0 


X 


21 




sinhX 




€ 


X ) 


=5 


S ( 


j5^2/+i 


21 


U ! 


3) 对数函数 


Y 2 y 3 

Iog(7 + X)-X-- + T 


这个级数当 X 的所有的特征根都小于 1 时收敛 • 不难证明，在同样条件下: 

^ log (/+ X ) = / + X . 

证法，先由 r ,og(1+4F> =* 1 + ^开始得出一些恒等式然后再证上式 • 


4) 二项式展开 


(/ + X) tf = / + aX -H 


g(q —- 1) X 2 + a ^ a — l)( g — 2) x 3 


2 
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也是当 X 的所有特征根都小于 1 时收敛. 




§6. 迭代法 

•I 

L 

看上法 

# 

(/ — aY 1 = / 屮乂 + /+••• (1) 

是一个极简单的公式，但是它是计算数学上迭代法的根源.当 a 的特征根尚绝对值都小 
于1时.级数⑴收敛. 

迭代 法是： 求联立方程组 


x(j 一 A) = b 


( 2 ) 


的解有以下的方法.取； = h 逐步地求出 

这样递代的结果 limf 是方程组 （1) 的解. 

| *^00 

证明此点十分容易.由归纳法不难证明 


1，2 




Xi 


b(I + A + 


+ A f ). 


因此 


ixmxi = b(j — A^)~ l m 

I 400 

怎样判断， j 的特征根的绝对值是否小于 1? 以下的条件可供参考.如果 


n 


< 1 > 


则级数 0) 收敛 • 


n 


证明命 A 1 = WP ), 今往证< 〆 ，用归纳法 


(3) 


Iff 


Si 


«+ 1 ) 






n 


<^ +1 . 


所以 




gwi 收敛. 

附记 1 这定理不但证明了收敛，而且给出了误差.误差是 


<0 


2 i ，< E 7 


q ' 




1 — 穿 • 


附记2 —般的特征值绝对值都小于1的方阵/，可以经过以下的处理使其适合 
(3). 可以找到一个对角线方阵 A =[&，•••， ； U 使 


AAA~ X 

适合于条件 （3). 这样 X 19 的存在性可以证之如次.命 P 是3的绝对值最大的特 

征根之一.而 a ，_ M , o 是它所对应的特征矢量 


i I' K '： 


1 P 1 


!_n 抑 〆 








写成方阵形式 


/ 



而 


[X t> * # * —(〜•)， 


2^/ ^ ^ 



在一般计算时，不一定要真的找出屺…， h 来.而 A 要找出沁…山使2 ~ < 


1即可. 

附记3这个迭代法当然对 J 一 Z 求逆也行.即命 

Bq b I ， Bi n I + AB \^ 

这个迭代过程还可以考虑以下的收敛得更快的形式 

I 


A 

I + A 

A 2 

T 2 = T x + A 2 T X 

A 4 = (A 2 ) 2 

: r 3 = 了 3 十 a a t 2 

A 8 - (A 4 ) 2 

T 4 = T 3 + A 8 丁 3 

* * * * m 參 



§7,关于指数函数 

h 

定理1 Hmf / 

证明由于 

n log f / + ~ = A 一 ~-A 2 H — —A ^ + • • • , 

\ » / 2n 3n 2 

因此 

I 

y 

lim^logf/ + — = A 9 

n 一边 \ n J 

即得定理 

定理 2 —个满秩方阵一定是一个指数函数的值. 

证明 1) 先考虑最特殊的 情况： 

11 0 • • • 0 

0 1 

由于 .1^=* 0，因此 

log 7= log (/ + X) = L —丄 L 2 + 丄 Z 3 • • • ， 

2 3 



/ +L (J 篇 J ⑷）. 
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因此 


0 


log 7 


2 3 


K . 


即 


K 


# 


2) 由上推得 


XJ 


logXI^K 




3) 不难推到一般的满秩方阵. 

定理3 的所有的元素非负的必要且充分条件是 


a " > 0, 

证明 1) 先考虑印 > 0的情况由于 




t 


At 


1 + At 


2 


A 2 t 2 


0> o ), 


所以当 * 充分小时<#的所有的元素都是正的（对角线上的元素与 I 的对应元素同号，非 
对角线上的元素与冶的对应元素同号).由于 


e 


( e At/n ) 


可知 


的元素也是正的. 


2) 其次由连续性处理叫 >0的情况, 

3) 反之，如果 a n <0 9 则在 


= 




* * * 


(〜) 


中，当*充分小时，心 <0,因而得出本定理 


§8. 单变数方阵的微分运算 


假定 ^(0 = (^- W ) 是”行列的方阵， ，是 变数.如果存在，则我们定义 


^- A { i ) = lim — ( A(j H - h ) — 2(/)) 
dt h 




d 




dt 


^ a ( j ) 


微分的一些性质如下. 

(0 


£ iA + B )^±A + ^B. 


00 


d_ 

dt 


Ub ) 




dB , dA 


dt 


dt 


B . 


如果 Z 是满秩的，立刻推得（取 J 5 ~ A — 1 ) 


( iii ) 


A 

Tt 






— /I 1 —— 


dt 




dA 


但切需注意 f 与 4 一定可交换，因此 


dA 2 

~dt 


dA B dA 


dt 


dt 


A , 


dA 3 

~dt 


dA 


A A 

dt 


dA 




饞 
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幂级数 


FO) =* -h A x t + A 2 t 2 + A^t 3 + 

在收敛范围内可以逐项求微分得 


dF{Q = 
dt 


A t + 2A 2 t+ 3 心 2 + 


例如: 

( iv ) 


( v ) 


A 

dt 

d 


e 


At 


Ae At . 


d 


，(/ + 条 w 



3 


Ah 3 


■ ■■ • • • ) 




等. 


/ 一 At + A 2 t 2 一 • • • ）= A(^l + At) 


积分也定义为 


c 


A{t)dt =- 8=0 ( j «"(0 办 ). 


这积分可以作为实变数在一区间上的，也可以作为复变数在复平面的一个曲线上的 
由 GO 推得分部积分公式 


A —dt 
《 dt 




c 


dA 

dt 


Bdt ™ AB 
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第三章的补充 


§1. Jordan 标准型的幂级数 


1) 命 


则 



证明用归纳法，由于（又. x p T = +《(又”卜^所以 






0 — 1 )! 


•(又 P )( H ) 


fi 


( i p + t y °. 


因此得到以上的结果. 

2) 命 

/w = i > 〆 ， 

P = 0 

则 


. 卜， a p y > 含⑻〃 ， …、 

/(/A) = S 〜°，兄〜 w ， … 

\ .. 

/fa), rw, f 广 (0,… 

= 0， f ⑴，尸⑴， … 

\ 0, 0， /⑴，… 



3) 如杲 










则 


x 篇 p (八 +八+…+/0厂 1 


这儿 


4) 特例有 


f ( X ) ^ P ( K h + K x% + - ^ + K Xs ) P ~ ] 


I /(^ i ) /'( 又#•)， 冬 /〃(又 I )， 


K Xi 


2 


0 / a )， /， a ) 


0， 0, 


/ a )， 


■« 


€ 


% 


» € % 9 一 <?"*** 


X 


e J l 


0, e x 


2 


€ 


而 


9 


e 




€ tl y te tX 9 — t 2 e iX ^ 

2 

0, e tX 9 te iX ^ 


0， 0, 


€ 


1) 我们定义 


这时 


不一定等于 


微商规则 


§2. 数的方阵幂 


to 




X 


A — M Alogx 




s 

« = o 


CA \ ogx^ n 

n \ 


x A • x B 


x A ^ B m 


d 


X 


A 


dx 


d 


dx 


e 


^10g4f 


£ 

dx 


CO 


S 


(/4log^rV 


o 


这儿用了 


to 


X 


s 


( Wlogf ) 卜 1 / 

— a — i )! 


Ax A ^ r {= x A ^ r A ^ 9 


x 


e 


—/logjr 


s 

»=o 


( — /logy) 

n \ 


n 


<0 


•t 


2 


logr) 


n 


n 


nl 


1 


厂 1 /• 
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X 




€ 


/ 又 log 


/，⑽ V ， ( 辛 ’ 

， ( logx )^ A , 


0, 


X 


X 


m 



如果 A 的实数部份>0,则 


Kmjd 讀 0 # 


3) 定理1 如果 W 的所有的特征根的实数部份都>0,则 


& 0 ( 

ae -^0 


证明如果 


A = PBP ' 


则 


V = Px b P -\ 


因此把问题归结为 Z 为 Jordan 标准型的情况来讨论，由 2) 知道本定理对 Jordan 标 
准型对，因而本定理也对. 


S 3 •特殊 X 的# 


1) 先看《 = 2, X = 一； T ， 即 


X 


O X 

—又 o 




如此则 


又7 


因此 


9 


e 


x 


2 


(- 又 2 y 






(-m 


0 


JTi ( 2 / + 1 )! \—1 0 


(21)1 

这便是平面上的旋转 • 

H • ■ - 

2) « ra 3. 

三维空间的旋转是 

cos a cos ^ cos T 一 sin a sin T y cosacos^ slnT + sin a cos r 


cos X sin X \ 
sin X cos 又 / 




sin a cos 夕 cos r 一 cos a sin y ， 
sin 夕 cos y ， 


sin a cos ^ sin T + sin a cosy 

sin^ sin r ^ 


cos a sin ^ 
"xl a sin/? 
cos〆 


cos a sin a 0 \ ^ / cos ^ 0 一 sin § 


since cos a 0 


0 


0 


0 


0 


1 / \sin^ 0 cos 卢 


cosr sinr 0 
sin T cosT 0 


0 


0 


因此它等于 


0 a 0 


0 0 




exp 


a 0 0 lexpj 0 0 0 exp 




0 0 0 


§ 0 


o r o 
r o o 
0 0 0 




反过来，从一般的三行三列的斜对称方阵 
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出发，由此得 



X 2 = — 0 2 (7 — uu) % 

此处 u = ( J ， m ， n ) ， uu r = / 2 4- m 2 + /? 2 = 1 . 由此得 

X 21 = ( 一 0 2 )’(/ — u f u) 1 = ( 一 0 2 )’(/ 一 u u) y I — 1 ， 2, • • •• 
及 

uX = 0. 

因此 


a 


X 


/ 




綠 " 一 “ 说 


! cosOI + (1 — cosd^)uu + sin^X 

cos 8 + / 2 (1 — cos 0)， —nsin & + ml(l 一 cos ^)， m sin 6 + w/(l — cos 0) 

n sin 6 + /»/(l 一 cos 0)， cos 0 + m \\ 一 cos 沒)， 一 l sia ^ + mn{l — cos 6^) 

—m sia 0 + n/(l — cos ^)， l sia 6 + mn(l — cos 5), co&d + n 2 (l — cosd ) 

这就是绕以 G ， 访， 《) 为方向余弦的轴转 0 度的旋转公式. 

3) 更一般些 ，X = — X '，则 


即方阵 


• e 又 ’ = e x * 



r =- 


€ 


适合于 

rr = /. 

即斜对称方阵的指数函数是正交方阵，而 x 称为正交方阵的“无穷小”方阵，如果 r 的 
无穷小方阵是 X ，则广的无穷小方阵是/ X 也是 


litn 


/ 一 r 


x. 


反过来从 rr 


出发，命 r =，， 则由 

4? x = r = (r )— 1 


€ 


X 9 


y 


可推得 X = 一 X，. 


4) 假定 / rX = 0,即 X 的诸特征根之和等于0,因此 W 诸特征根之积等于1， 即得: 


如果 /rX _ 0,则 


U x l 




5) 命 a ** 21 


F 


0⑴1 
-/ 0 




假定 X 适合于 


FX 十 X f F = 0, 


则 FX ^ d - iyx ^ F , 所以 


00 


X n 


09 




F(? x = y; f 

^0 n[ 




S 




n\ 


€ 


xf F 
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命 P = € X y M 


6) 如果 


则 


P f FP =- F # 

X = — X \ 

e x ie s y = c x e~ x = I m 

§ 4. # 与 X 的对应关系 


1) 给了 X ，我们可以由 


得出，/ 


M ( X )= 〆 = 


S 


)7 


另一方面，如果 M 非奇异，则 W 以表为 〆 ，而且有关系 


I 



lim 

0 





t 



由此显然可得 

1 ) 1 对应于一； 《：. 

ii ) M ' 对应于 

iii ) M 对应于 X . 

M 的正交性，即 M ' = M~\ 变为 X 的斜对称性: T - X ， M 的酉方阵性，即 

变为 /X 的 Hermitc 性. 

2) 最重要的一个对应关系是 

/X • ^ e sxyx^ e tyyi 9 

所对应的元素是 


5X • ^ Y • .-5X 

% P 4 • C C t 

hm lim - 

I _ 0 j _ o st 


e^ tx — I 


lim lim 

f -► 0 J 0 


— / + e sx e tY ( e_ sx — l ) e^ Y 

st 


lim. 


X — e tY Xe 


_/Y 


lim 


X(I — 


厂 ,Y ) + (/ — e ty ) Xe_ ty 


隹 XY — YX # 



第四章常系数差分方程与常微分方程 


S 1. 差分方程 


一个变数的差分方程通常 是指： 求出函数 y = yO ) 适合于方程 

F(y(x 4- n8) 9 yCx + (« — 1)5) ， … ， y (: + 5 )， yCx') i x') =» 0. (1) 

这儿5是一个固定 的数. 

并不失去普遍性，在研究差分方程 （1) 时，我们假定«=1.并且假定我们已经解出 

y{x + n) = q>{y{x + « — 1) ，•- m ^y(x + l) ， yOO ， x)* (2) 

如果已经知道了 


y (0) = c 0 ， y ( l ) = q ，… ， y ( i » — 1) 

则公式 （2) 便是一个递推公式，可以逐步地算出 

y(^)j y(n + 1), y(n + 2), 


等值 • 






(3) 


这样的差分方程称为〃级的差分方程，所给的数值 （3) 称为初始值.注意，当初始值 
定了，我们可以得出 y 在所有的自然数 〃时 的数值，而并不能决定其他值，但如果给与了 

r 

y ( r )， y(r + 1)，… ， y(r + « — 1)， (4) 

则我们可以得出 

y(r + ;)，I == 0,1,2,3,••- 

诸值.只有在 0< r<l 中 给了” 个函数 

y(r + p) ^ qpp(0， /> = 0 ， 1，…， n — 1 ， （ 5) 

才能在整个直线上决定 yO )， 

如果 （2) 述可以解出 yix ) 的数值，则因而也可决定 a ：<0 时的 yO ) 值. 

差分方程的用场随着电子计算机而日益显著.首先是在求微分方程的数值解法时， 
我们常用差分法，变为差分方程求解;其次，我们可以直接处理离散类型的问题，而不必经 
过微分方程，很可能原始数据是离散的，最后要求的解答也是离散性的，这样我们可以经 
过代数运算而直接处理，这是为什么本书中首先着重在线性方程的数值计算，其次差分方 
程，再其次是微分方程的道理. 


把常微分方程 

广 )0) — y(y u — ^( 怎）， …〆 00 ， y(*) ， 尤 ) 

中的微商 y a ) M 代以未取极限之前的形式；即以 


yO + 5) — yOO 


代 〆 W 


( 6 ) 


y(jc + 25) — 2y(x + 5) + yOO 


d 1 


于是我们就得出一个差分方程. 


代等等 
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这差分方程的解与 s 有关，当时 ，一 般它可能是微分方程 （6) 的解，我们先举 
几个例子来加以说明 • 

例1解一级齐次差分方程 


* 

y(r 十 1) = ayix)^ y(0) = c. 


由归纳法易证 


y(«) = a n Cy n = 0 ， 1，2 




再考虑一阶齐次微分方程 


yM =又 yOO ， y (0) = 


其差分形式是 


y(r 十 5) — yOO = SXy^x ) , 


即 


y(x 十 5) = (1 + 5A)y($), 


由差分方程的结果易见 


y(ji8) 篇 々 （1 + Xd) n m 


命 W = r ， 则 


yO ) =々 ( 


1 


xl 


h 


当00时 


y(x) \e l 


这就是微分方程的解. 


例2解 


y(x 十 1) = ay{x) + f{x) y y(0) = c m 


命 


y(of) = a x c(jo) y r(0) = c 




则得 


c{x 十 1) =» c(^x) + tfK/OO* 


因此得出 


cO) = c 十 d~ p Kp — 0# 


所以 




y(0 = ca l + y^ t a l ~ p f(p — 1). 


p 


再考虑微分方程 


= lyOtf) + ?y(0) 

dx 


C. 


由此导出差分方程 


y^x + 沒 ）* = (1 + SX)y( K x') + 8 gijx') • 


因此得 


y(Jd) = r(l + Si} 1 + d 2 (1 + SX) l ~ p g((^p — 1)5). 


p 


(7) 


( 8 ) 
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命 




yW = ^ (l 


xX 


X 


Si 


xX 


p 


g((p — 0^/0 


p 




c 


(i + 


xX 


(i + 


xX 


m 




» 


p 


当 


° o 时， yOO 趋于 


lx 


X 


€"" i C + l g(j)e~ Xi dt ). 

o 


这就是所讨论的微分方程的解. 
附记，固然我们可以用 


+ $) — yix ^) 


8 


来代/0)，但有时我们也可以用 


y(x + 5) 一 y(x 一 5) 


2d 


来代/00,一般讲来后者比前者还好些，原因是 

w) — -， w 〜心 …(: 


2d 


68 ) 


q2 谷 3 

y(r + 5) = yOO + Sy \ x ) + 了 y 〃 C 0 + 7 y r "G + 财 ） 1 比 


6 


yix + 5) — y (^) ^ S 

y ( jx ) 〜了 y ’(： + 0 f 8 ) 


8 


更精确些. 


2. 常系数线性差分方程 


母函数法 


解 ”级差 分方程 


« 0 y(^ + ») + a x yCx + n 一 1 ) 


a n yM ^ gM 


其初始条件是 


1) 先研究 gM 


y(0) = A, •. • ， y(n 一 1 ) = 

的情况，作母函数 


乘以 


则得 


0 D 


fM = 2 yOW^ 


0 


n 


少 0*0 =* 2 aixi 


0 


<o n 


fOO^OO <= 2] y(0^i 


0 j = 0 


CO 




2 xP S a ^y(p ~ 0. 

P = 0 f <mia(^p) 


(D 




( 2 ) 


(3) 


(4) 


(5) 
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当时 


而当 f ”时， 


则由 （5) 可知 


此处 

因此 


2 a *y^p ~ * 0 = o. 

1^0 

p P 

2 a ^y(p ~ 0 = S a i°p-i ^ b p^ 

f=0 i = 0 

F (^)^(^) — B (^ x) m 

» — 1 

BO) = 2 厶 〆 ， 


F ( at )= 


BOO 

0> w # 


求出 fOO 的幂级数展开式，其/的系数便是></)，即 


( 6 ) 



y (0 


d l 




11 dx { 


FM 




X 


=if 


这样来求/的系数有时并不是最方便的 ，一 般可用分项分数法，命 


n 


s 


2 a ^ %v *= «。 XI (1 — 又 w 


v 


— 0 


v 


用分项分数法 


a 


= _ 

少 OO 1 ^= 1 Vi — x p x 


+ 


a pi ^ 


(i -； u ) w ， 


由于 


(1 _ XyX ^ 


女 pip + 1). • .(p + w — 1〉 “ 


m= 0 


會 


所以 


K -) = ± E 〜 〆 -o c 

V = i p—i 


m 


2) 再看一般的 gW . 在 （5) 中，当/〃时， 


n 


2 a hip ~ 0 g(p — 


0 


因而 


<c 


00 


F00®00 = B{x) + £(P — n ^) xP = 5(^) + X n 2j s(p^) xp m 

p^n P 二 0 


这儿 






P = 0 


( 8 ) 
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是函数 ffOO 的母函数，因而 

FQx) = ( B (^) + 尤〜 00)/(PGO. 

依然可以用分项分数法处理 1/< POO , 然后由展开式得/的系数 • 


(9) 


§3. 第二法一降阶法 


命 


» — 1 


少00 = b v y{n 一 1 一泛 + /?)• 


v ^ 0 


作出 


,r 1 ,, 

<P (浐 + 1) — l<PCp) = bpyC^n — " + 户）一 bp-iy^n 一 v + p) 


f ^ = 0 




- •- 

2 j (〜 一 ^ p - C ) y(. n _ p 十 p ) (厶 - i = o 人 = o 〉 


f / = 0 


rw 

J] a^yC n —— 泛 + 户)， 


v = 0 


此处 


办， _ p — 


作多项式 

± a v 


x 9 = 


n t* — I ,• 

2(^- 


w m 

(1 — Xx ^ ^ b v x p % (1) 


v = 0 


v = 0 


v~Q 


v = 0 


因此如果 （1) 成立，则差分方程 


• r 

5j a vyi n + p —«/) = gipy 


( 2 ) 


o 


可以写成为 


rw _ 

^(p + l) — x<PCp) = gCp) ， 少 （ o) = 5] 办 〆，- 1 


(3) 


o 


形如 （3) 的差分方程已经在 S 1中解决了，解得的 < PW 再从第 "一 1级的差分方程 


2 〜 — 1 — ^ + ^)= 少 ( 穸 ) 


二0 


解决之. 


§4. 第三法 


Laplace 变换法 


解差分方程 


y(t + 1) — ayCt ) + 


( 1 ) 


并且要求当0</<1时 


y (0 =* < p 0). 


作 Laplace 变换 
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x C0 = 


( 2 ) 


则 


e _ st y(j + 1) 心 ==〆 e ^ si y ( J)dt = 〆 [ e ~ n y ( j)dt 一 〆 [ e ^ st ( p ( j)dt 
0 .1 Jo Jo 


c s x(^s) 一 〆 !、 e~ n q^(j)dt. 


另一方面由 （1) 


CO 


00 


CO 


00 


厂 “ y (# + l^dt = a \ e ^ y ^ t^dt + \ ** 似 ( 5 ) + \ e " gCO 心 

« Jo Jo Jo 


因此 


oo 


c s x{t) 一 c s \ e^ st (p{i)dt =« axO^ + \ e 一 “g(J)dt 

0 Jo 


即 


X 


w 


r 




e s — a 


e s \ 厂十 f e_ st g(J)dt 

o Jo 




利用反转公式可得 yii ). ' 

注意虽然我们讲了三个方法（及以下的第四个@法）但实质上并没有太高的差异, 
讲来讲去绕不过分项分数这一关.请读者注意 . .• 


5. 第四法 


，矩阵法 


考虑线性差分方程组 

n 

yt{t + 1 ) = 2 j + 厶《 ( 0 ， / *= 1 ， 2 , …， 《• ( 1 ) 

«级差分方程 ' 

a^y(j + n ) + a t yO + n 一 1) + * • * + a n y(^t) = 

可以看成为 （1) 的 特例： 

yiO + i ) =* ya (0> yM s y (，）， 

I 

hO + 1) = ys (0 y 2 W — yO H - 0, 

. yM — yO + 2), 

’ Vn-\{t + 1) = y B (0 . . 

1 1 

VnO + 1)- - ( 〜 y«0) + • • • + + — g (/)， 

do <^0 

把 （1) 式写成为矩阵形式 - 

yO + 1) ** yCf)^ + b(f>. y.(o) — c • ‘ 

这儿 y (0 是矢量，彡 (0 是已知矢量， a 是方阵, c 是常矢量. 

先看 K 0 = o 的情况 • , 

rr 

由归纳法易见(比较§ 1) 

yO )^ CA l m 

一般的 K 0 我们可得 
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w 

y(0 = + 2 b{p— 

p=i 

写成矩阵表达形式，形式上较复杂的问题一下子变为原则上同样简单的问题了. 


§6. 常系数线性微分方程 


我们现在考虑微分方程 


dx 

dt 


xA + b{i) m 欠 （ 0) 




此处 x 是未知矢量 ， （/i 

=常元素方阵， K 0 已知矢量, 



Xii ) - 

= e At m 

已知 

dX 

dt 

= XA ， 

x ( o ) = / 

系以矢量 C ， 则得 

dcX 

dt 

( cX)Ay 

cX (0) = c . 


因而 


cx 就是 0) 式的解 （ K 0 = 0乂 


如果~ 0，命 




yit)e At y y(Q) 


3 


则 




dt 


e At + ye At A = ye At A + b(j). 


即得 


dy 

^dt 


bit) 


At 


因此 


K 0 


j : W 〜 / 


即得 


方 W 


0 


b{T)e^ Ax dt)e A \ 


习题 读者试用 


x(t + 5) — X(0 ^ dX 

-代 


8 


dt 


而由上节的结果推出本节的结果. 


S 7. 有重量质点绕地球运动 


( 1 ) 


现在举一个例子，一个有重量的质点在地球表面邻近的真空里，考虑地球运动的作用 
在内，研究这质点的运动. 
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命 p 代表质点对地球的速度，命 m 代表地球的角 速度： 质点对地球的 coHolis 惯性等 
于2皿0 X p (这儿 X 代表矢量的矢量积，质点对地球的加速度为重力常数于是质 


点运动的微分方程 式是: 


dv 

dt 


g ■—- 2 ca X v 


按矢量积的定义 


io 


因此 


2 co X v 


vA 


此处 


0 C9j 一 C0 2 

A = — 2 ( — coj 0 (Oi •• 


(2) 代人 （1) 式得 


( o 2 一 的 i 0 


dv 


dt 


VA + gy 


由此解得 


v =* v ^ e M + g \ e AUt ~ s) ds = v ^ e At + ^ f e At dx m 

0 Jo 


这儿 








再积分，定出动点的动径 


1 ^ AT dt g { dt [ e Atl dti 

o Jq J 9 


此处 


( 1 ) 


X p X (^ 0 ^ 25 ^ 3 ) = (⑺ 2"3 一 ( OiV 2 ^ iO^Vi 一 WA ” 切 — 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


ro 


'm 


现在求，，显然有 


— 4( wo // 一 co f co \ 


又由于 wj = 0，可知 


A 


十 4o/coA 


4 ww f A 


因此，当 / * 0, 1, 2，" •，时 


2^+1 




( — ^( oco ^ l A . 


当 i = l ， 2，"•时, 


A 21 — ( 一 ^ coco f y ~ l A 2 ( 一 4 coa > ， ) / / H - 4( — 4 cooi r ) /wl 


CtJ ai 


因此 


to 


e 


，十 2 


o 


(—4 ⑺ 〆 ） 
(2/ + 1)： 


2 (2; y7[(— 4 咖 + 4(-4wo/.) 


/一 1 


a > 


] 


3SS 


cos ( 2 V: 7 ， )/+ 由 _ (?y ■ —、) 


2V 


coco 


( 0(0 


(cos (2\/ coca f t) — l)o/co. 


r 


* 不要轻易用公式丨 ^dt = ( ( 

0 


l ) A ' 泡 A 4 不存在 》 
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e At dt 


sin 2^ 


toco 


coco 


I 


2\/ 


cos zv coco 




_ 1 (sin %\J 


A 


coa > 


coco 


coco 


2 V 


w ca ； 


coco 


\\ dr \] eAtld ^ 


in 2\/ 


sin zv coco t 


27 


COS Z V (0(0 


4 cO £ O f 


1 


2 / 


coco 


4 o ) ci ? / 


因此 


1 ( 

j ■■ I , 

( O (0 f \ 


1 — * cos2\/ aua f t 


4 coo / 


2 


V 




r 0 十泛 0 


sin 2\/ 


cow 


1 


2^ 




cos zv coco 


€ 0(0 


coca 


1 广 s ? n 2\/ wco ’ 

關 ' 、 2\/"^7 


CO CO 


J 


g 


一 COs2\/ (OCQ f tj t 2^ coco 0 1 — sin 2^/ 

4 ww 


coco 


8\/ ojco 73 


A 


由于 d 


coco 

一 2 w X r . 因此得. 


1 — cos 2 〆 ww f t 
4 wco / 


2 


t 2 



CO 


m 


J 

— ♦ 


ro + …一 匕 cos2 V “ ， w x ^ 


2\/ coco 9 
_ 1 (sin IaJ 


2 coa> f 


coco 


coco 


2 V 


Vq * w * CO 


coco 


1 一 cos2\/ co(o r t 


coco 


g 


2/ 


coco 


sin 2\/ coco 


4(\/ coa/y 


« X g 


F 

1 


WiO 


2 V 


coszv coca 


wco 


2 


t 


2 


) gto f ( a . 


当 p 。= 0 时 


J 


ro 


2 


g 


2V 


coco t 


sin 2\/^ 


coco t 


4 ( cocay /2 


仿 X g 


1 


2^ 


cos zv toco 


2 coco f t 2 


gw (a 


4ioco^ /2 


第一二项 r 


o? 


2 



coco 


V 


0)tO g J 9 


8 是原位置与由地心引力所得出的，第三项 




coco 


sin 2^/ coco’ 


(g X (o) 


4( co ( o ’ y /2 

表示垂直于子午线平面方向东的偏差.最后一项表示在子午线平面上离开地轴方向（垂 
直于地轴)的偏差. . ^ 
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对于数值很小的角速度(例如：地球自转^ 7.3 X 1 CT 5 秒― 1 )，可以不计 
的二次与高次项，因此9由地球所引起的偏差位置有以下的近似公式 


一 CO X I t 2 i/Q + — )* 


§8.振 


动 


在研究振动现象的时候，常出现二级微分方程组 


d x 

dr 


xA ^ 0 * 


⑴ 


这儿 


x 




(X 




^Xn) 9 A = A ln \ 


命 


dx 

dt 


y ， 


则 （1) 可以写成为 



如果命 


则 


即得 



命 

(x^ y) 厂 1 = (w^)t 

则 
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du dv 


dt dt 




rV^ 


0 


0 




A 


即 


u = ce^ A \ v = de~ iynt 




因此得出 




( 尤， y) 


厂 /!， 0 




(«， Or = {cy d) ( )( 

0 e^ iVAt/ V / — 


f - / 

iV A { 


即 




y = i(^ce tV ^ — de~ tV ^ tS )\/ A 

方程组 （ 1) 的初始条件是当 £ == 0 时， 


X ^ Xq 


dx 

dt 


^om ( = y。）. 


如此则由 （ 2 ) 可知 


x 0 = c -h 


bo — t(,c — \/ A y 


c 


d 


it/ 0 A 


A 


即 


c = — (r 0 — d = 一 (x 0 + 

2 2 


代人 （ 2 ) 得 


x 


一 (^o 一 iv^A~^ s )e t ^ % + — (jc 0 + 
2 2 


VAi 


= r 0 cos 

这便是方程 （ l) 的 解了 . 
再考虑非齐次组 



At -V v 0 A~^ sinv ^ 


d 2 x 

dt 2 


-b xA ^ f(f) 


可以写成为 


dx 


， ^) = (x9y) C ~o) + (0,/W) - 


因而不难算出 


X 


Xq cos V At) + t / 0 (\/ A ) -1 sin (a/ A t) 
/(r) sin (\/ A(j — r))^rl(\/ A ) 


« 


如果把 


^ 作为开始时间，则解答换为 


x 


^o( COS\/ A (t — 々)） + ^o(a/ a ) _1 sin (\/ A(t 一 i Q )) 




— , 

/O) sin (V j 0 — r))dx (^/A)~ l • 


习题取 /(0 = h sin (pt + a) 的情况 . 



附注以上已经看出了方阵函数的一些用场.但更重要的是它是线性函数方程 

的研究的核心部分.经过适当的推广,它就成为半群理论的基石. 

(参考： E . Hille 与 R . Phillips , Functional Analysis and Scmi-groups 1957)* 


§9. 矩阵的绝对值 


引进矩阵绝对值的方法颇多.我们现在先介绍 一下： 

命/ ( tf f/ )l d m ，1 < / < 这矩阵的绝对值定义为 


m n 


Ml 卜 


不难证明 


\\A + B \\ < \\ A \\ + |[ B ||, 
\\ AB \\<\\ A \\\\ B \\. 


理由是 


/ 


n 


l n 


m n 


n t 


S S 2 ^ S S S 1^-/1 < 2 Ski • S 2 


A ( j)dt 


< 


处) 


dt % 


如果 


m 


SM/ii <oo. 


(l) 


( 2 ) 

(3) 


(4) 


eo 


则次表 M • « 个绝对收敛级数, 

/ =o 

Cauchy 判別条件、考虑矩阵贯 


{ A t } 


给与 s > 0，存在 2 V 使得，心 g > W 时， 


\\ A P — A q \\ < 


鴦 


则贯山 一 定收敛于一个矩阵. 


§ 10. 线性微分方程的唯一存在性问题 

我们现在先考虑变系数的线性差分方程 

x(t + 1) = x^A{t) + b(/) ， ^r(o) = c 9 

算出这个差分方程的解的计算程序是 


t 

A { i ) 


x ( t + 1), 

0 

A ( 0 ) 

Ko) 

jc (1) = d (0) + ^(0), 

1 

A ( l ) 

Ki) 

x ( 2 ) *= :( l ) j ( l ) + 6 ⑴， 

2 

A { 2 ) 

K2) 

x ( 3 ) = x ( 2 ) A ( 2 ) + b ( 2 ) y 


所以存在性、唯一性问题并没有 困难. （因此 ，一 般离散性的问题如果可能，切勿要把它变 
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沟连渎性的推述.因为这样做凭空添出不少麻烦). 

但是微分方程的情况便不同了. 一些性质不太直觉，需要另加处理. 

r 

定理 I 假定/0)是一个连续函数 O 0) 方阵.则矢量微分方程 


dx 

^dt 


A (/) , ^r(O) = c 


有唯一的解.这个解当 /> 0 时存在而且可以写成为 

x = cX(j) 

的形式.此处 X ( # ) 是以下的方阵微分方程的唯一解 


dX 

dt 


X(0) 




_ 


而 


dx 

lit 


A(j) -h g(j) r(0) = c 


的解答是 


x = cX(j) 


0 




证明 1) 先用逐次逼近法来证明 （3) 有一解.以积分方程 


X(r) == / + I X(s)A{s")ds 


Q 


来代替微分方程 （3), 
作方阵贯 { XA . 


f+1 


1 


0 


Xo=I 9 

XjA(s)ds; 




0, 1， 


••畢 ♦ 


故 


Xi+i — Xi 




i> 


卜 1， 


命 


max IMWIU 


则当 （ XzgA 时， 

' I|x /+1 — Xi\\ 


⑴ 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


(5) 


j: (x, - x l ^dAis')ds || IMCOlil!^ - X 卜耻 


< \ \\ x t - X ^ Wds . 

0 


( 6 ) 


在此区间内 




用归纳法及关系 （6) 可证： 在区间内 


IH — X 』< 




0 + 1 )! 


因此级数 
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00 


2 ( x /+1 - X ,) 

/ =0 

I 

在0 < / < A 中一致收敛，当 0 O 时方阵贯 

‘ p 

/ + 2 (久…一乂,）= Xp+i 

， 

一致收敛于一极限 X 0). 在 (5) 两边取极限，得出此 X (0 适合于积分方程（4)，因而也/适 
合于微分方程 （3). : 

2) 微分方程 (1) 的存在性；在 (3) 式左边系以矢量 C ， 即合所求. 

3) 唯一性. 


假定 y 是 (3) 的另一解，则 


x — y = I * ( x { s ) — y (0)^ W ^. 

(7) 

因此 


IIX - y|i < 11^(01111X(0 - y 0) ll ^. 

⑻ 

由于 y 是可微的，所以 y 也是连续的. 


tn x = max \\X 一 Y\\ 

o<t<tx 

(9) 

是存在的，由 (8) 可知 


||X-Y||<^ IMWil ^. 

(10) 

再把这个估计代入 (8) 式，得 





j| iMWII \\A 0 i)\\^h» 

再代人 （8) 式得 

\\x-Y\]<m l III !M0)I!IM0,)!IM0a)!l^ 1 ^ 3 , 

等等 • 由于 

I .. j /“)• • ./( aVv 心 i 

■*= y-j o B • • j/Oi). • - -ds t — y- (j:/( f )A) ， 

^ * 暴 # 

因此，对任一丨 >0 

iix - 

当 / — 00,右边趋于0,因此 ' 

X - Y . 

(请读者思索一下，这证明的结构在那儿见过没有） 

关于非线性部分的解的证明留给读者. 

具体写出来 
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X 0 = /, 

+ l A ^ s^ds 


o 


t 


X 2 - / + A(s)ds 


0 


0 


AO)<iA ^ Oi)^ s iy 


o 


/ + 


AC.s)ds + j j AO^A^s^dsds^ 

(注意由于 A ( s ) AOi ) 不一定等于 & 以最后的积分不等于 


2 




•) 


I + 1 A^s^ds + j j A(j) AC^dsds^ 

0 ^ t 

f f j A{s)Ais l )A(s i )dsds L ds 2 , 

因而得出 X 的级数表达法 


X 


t 


=/ 4- j A( t s)ds + j J (As^A^s^dsdSi + 
+ f • * * •»* j (i- 2 ) • • • A (^si)ds x * • m dsi 

如果把条件 X ( o ) = i 改为 x(o = /，即得 


嫱矇等 


着 


X = / 


t 


/ 0 





A ^ s ^ A ^ s^dsdsx + 




-4(^)^( y 3 ) - # m A { s {) ds ^ * m dsi + •••• (1 

定义由 （11) 所定义的 X 称为函数方阵的由 r 。 到*的第积积分，记之为 


1 U ) 


= 1 (/ + 


§ 1 L 第积积分 

我们再从差分方程逼迫来看一下第积积分的意义，考虑差分方程 

X(t + 5 ) — Z(/) — XO)SA. 

即 

X(t + 0 = X 0 )(/ + 8 A{t)) m 

因此 

X(18) = X(0) JJ (/ + SA(pd)) m 

P-Q 

取 = / ，则 

，一 1 

xo )= x ( o ) n ( / + t x ( o ) = z . 

p^o \ l \ l / J 

I 
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因此 


«#)) = j 。 (/ + =* lina JJ (/ + 十 (子 》• 

关于 r :。 有以下诸 性质： 

(0 r* H = r*lr* tl . 

证明 4 是 


—= X (/ o ) = / 

dt 

的解， 而必是 

— = YA , y (0 = / 

dt 

的解，命 XY - 1 = Z . 则得 

—=— y -" 1 — xv ^ 1 — v~ J = ( X/i — 1 = 0, 

dt dt dt 


所以 z 是一常数方阵 C ， 取 / = ^ ，即得 

c = r ； J B 

(ii) fj 0 (^ + B) = r} 0 (P)r； 0 (^). 

证明 / + B ) 及 rI 0 U ) 各适合于 

— = X(A + B )， X(t 0 ) = 7. 

dt 

—= YU ) 

dt 

作 z = xy 1 ， 贝 ij 

dZ_ = dXy- i — XY~ l — y- 1 = [X(J H- B) -r XA]Y^ 1 = XBY -1 
dt dt dt 


= ZCYBY - 1 ), Z (/ 0 ) = /. 

( iii ) fj 0 = ( rW _1 . , 

( iv ) r ； 0 ( C ^ O ) C -0 = Cr ； 0 (^(/)) C - 1 C 是常数 方阵. 

( V ) 引进第积微商运算 



(由= XA y 可见 X - 1 生一苗 A ， 因此！>#与 r 是正逆的运算，一个从 X 得 J ， 而每一 

\ dt dt 

从 a 得; 

显然有 

D f ( XY ) = Y ^ D t XY + A ( y )* 


特 例有： 

D t (XC) = C- 1 D t {X)C > 

A ( cy )- z ?,( y )> 



= 一 XD t 00 xr l , 

( vi ) D t { x 9 )« x f ^( D t ( xy ) x \ 




( Vii ) 与部分积分相似有公式 

rlJiQ + D t X ) 两 XOd- l r 、 OCQX ， ii). 

证明左边是 

暮 

普= Z 十； T 1 Z 0。） = / 

的解答，命 Y = ZX - 1 , 则得 

— = — X -1 — ZK~ X — X~ l *= z(q + X~ l X - 1 一 

dt dt dt \ dt / 


因此， 


= ZQX^ = YXQX' Y(t 0 ) = X(/ 0 )' 

yo) = X0W 0 ⑽； r 1 ). 


§12 - 解的满秩性 

i 

定理 1 假定 [^[ MWi !^ 存在，则在0 < Z <、内方程 

— ^XAii), X(0) => I 

dt 


的解 xco 是满秩的 . 

如果 ACO = ^ 是常数方阵，则由 § 6 已知方程 （ 1 ) 的解等于 

e At 


在上一章中已经证过它是满秩的了. 

这定理是以下的 Jacobi 恒等式的 推论： 
定理2 X0 ) 的行列式 

| X(0 |- 

证明由行列式的微分性质 



〜 w ， …， 

尤 in ( 豸） 


/S 无 12 ，…，〜 

at 

d 

欠 21(0 ， …， 

X 2 n0) 


dx u 

，方 22 ， …， Xln 

dt 

dt 





乂 

〜 0 )，…， 



dx nl 

, 9 f > ^nn 

dt 


• 78 • 


I !； -' • 




... i+i：：.：.|L ♦扦 


.i ； !ih ： h 4____ • 屮幸 I，_*l 










dx i2 

dt 


^in 


_ dt 2 t 


^2； 




dx 


n2 


dt 


^nn 




dx in 

X U9 

x 12 y …， 

dt 

■ 


dx 2n 

x i\ y 

y …， 

dt 

幸 # 9 _ 

Ai" 

尤 1*2 ， …， 

dt 


看其中的一个，例如第一个，因为 


dxj, 

dt 


n 

s 




所以 


dx it 

T ，尤12, 

dt 


! 

1 

1 

1 

n 

2 〜印， 
y = i 

^12 9 

dx 21 

dt 

… ，方 2” 

- - 

n 

^ J x 2 i a iiy 
i = i 

尤22, 

k A A A i 

dx nX 

T 5*«2 J 

dt 

i 

… ，尤 fln 

i 

1 

1 

1 

1 

n 

f = i 

,■ ■ ■ _ 

Xn2> 


* * ♦ 


J ^ 2 n 


a 


u 


x uj 


A 




X 


nn 


因此 


d 


dt 


]X(Ol = («u + … + 、 ” ） |X(Ol. 


即得定理. 


显然对任一常数方阵 c，y = cx 适合于 


dY 

dt 


Y ^ CO - 


( 2 ) 


因此 cx 是方程 （2) 的 通解. 反之，如果 Y 适合于（2)，而 Y ( o ) = C 5 把 y ， C 写成矢 
量形式 


y 


to 


c ( i > 


* 

* 


* 

* 


y 


(«) / \ ^(«) 


则 


dy 


(0 


dt 


y li ) AO ), y u \ 0 ) = C a \ 


因此 


y 


(/)— 广 （/) 




而 


Y = CX . 


因此 y 的秩等于初始值 c 的秩. 


r 
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§13. 非齐次方程 


考虑 


dx 

dt 


y4(0 + f(0, x(o) = C. 


我们还是用“参数变动术”.命 






此处 x 是 


dX 

^dt 


XA{t) X(0) = / 


的解，把 （2) 代入 （1) 得 


— x + y ^ = 十 /(0 


dt 


dt 


即得 


dy 

dt 


x = fO \ 


因此 


dy 

dt 




f(/)X 一、 


或 


y 


c 


o 




由此推得 （1) 的解法公式 


x = CX(/) 

附记 1. 方程 （3) 可以写成为 



Ks)X(s)^ds\X(0 9 


X 


由^ = - X X 、可知 


1 AK 

dt 


x ( o ) = /• 


dt 


dt 


dX 


dt 


X = 一 


如命 X 


y ， 则 y 适合于 


dY 

dt 




-Ait)Y, Y(0) = /• 


而解答 （4) 式可以写成为 




C 


o 


f(s)Y(s)d 


s 


yor i . 


2 .如果把 （3) 的初始条件改为 


A：(/ 0 ) - /， 



命足 是适合于 


― 1 = X x 0 o ) ^ I 


dt 


的解，则由于 


CX (/)， （ c 任一满秩方程) 


是 （3) 式的通解，所以 


XM = cxo)， x.Oo) * cxOo). 


即得 


XM = xo^xox 


§ 14 •微扰理论 


非齐次方程的另一应用是微扰理论，我们要把 


€ 


A^tB 


展开为 S 的幂级数 


A-^eB 




〆 + ^] e - Q n ( A , B ) # 


当 = 时问题不大，但当 AB # BA 时情况变得复杂得多，我们现在用非齐次微 
分方程的解法来处理这一问题. 


考虑 


dX 

^dt 




X(A + eB ), X (0) = I . 


这方程式的解是 




由 


d(Xe 


dt 


dX 

dt 


At — XAe~ At = eXBe^ At 


可知 


X{i) = / + 6 XBe 一 At ds 


e 


At 




c At + 6 X{s)Be A{t " s) ds 


o 


0 


这是一个迭代公式，例如把积分号下的 X 0) 取以 （2) 代入，则得 


XCO 


r 


= € At B 


s 




0 


Be A{t ^ds 


e 


At 


+ 6 e As Be Ait - s) ds + e 2 ^ds 


Ait — s ) 


ds 


还可再迭代得出 e 3 ， e % …等项来, 


取/=1，得出 

e A ^ eB = e A + £ 


e As Be A(i-s) ds + e 2 V ds ^xOdBe^-^he^^ds, 


附记读者想一下，这方法和上节的方法有没有共同之点 


⑴ 


( 2 ) 
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命 


S 15•函数方程 


Y (0 




它造合于函数方程 


y(s 十 /) = yO ) y ( o，—00 <，， t < oo # 

问题在于有没有其它的矩阵函数仍然适合于(1)，解答是肯定的，由于 


⑴ 


，0 
0 0 


YC 0 


是一解.但当添一个 要求： 有一个数值〜使 Y (/。） 是满秩的，则解答是否定的. 
由 


y (0 = v ( o ) y (/ 0 ) 


因此 


y ( o ) = i . 


由于 


Y (0 Y (-0 = Y (0) = /, 


所以所有的 y ( o 都是满秩的. 


如果 yw 可微分 


问题极易解决， 0) 式对 f 及对*微商即得 

Y r o + 0 = y r 0)Y0) 

YXs + 0 = Y ( s ) YX 0 . 


因此 


YXs ) Y ( t )^ Y ( s ) Y r 0 ). 


即对所有的 


Y ^( s ) Y f ( s ) = YXOY - KO . 

因此 y - l WY f W 是一个常数方阵/，即 


d 


ds 


y (0 = y(s)a. y ( o ) 


解得 


Y{t) = e At . 

我们可以减弱 假定： 

定理 1 假定 （ i ) 当 + 时有 


y (，+ /) = y0 ) v ( 0 # 

( ii ) 在 0< r < /。中 Y 0) 是连续函数及 （ iii ) 至少有一 个心使 YOd 是满秩的 
这些假定下 


在 


Y{t) = e 


A£ 


_ 


证明把积分变为和的极限 


0 


A ， 

Y (友 ) A = lim ^ Y (々衣)5， 8 

9^0 


*=0 


N 


參 


aa 


_ i_ I:. _1 _ • • 川 _|b_ 1 


■'h-.： 1 ： ii^ns! l ^» 着》霣 mmfmm hph__■-■ a ^>• 】 


fFIW: ■ 卜 • ihV ； ^l- r\ 



N 


lhn XI y ( S ) k 8 , 

卜 0 g 




^vcm - 1 8 

• y ( 5 ) ― • i 


s 


lim ―- . 

卜 o Y(5) — / 


(VCO - /)• (2) 


由连续性可知 


YCO = / + o ( l ), 


因此 


0 


Y^ds = // + o(f)# 


所以当£充分小时 


0 


Y(s)ds 


是满秩，因此对固定的足够小的 


9 


当5充分小时, 

N -1 

S y ⑻ q 


0 


也是满秩的. 


当占 — 0时, 


y( s ) — Y (^ 8 )d = Y (0 - I . 

谷 *=0 


由于左边第二因子是满秩的，因此 （1) 与 （2) 得 


A = Km Y ( g ) 

8 


ss 






即得 


t 


A\ Y(s)ds =* Y(0 — /, 


因为左边可微分，因此 yco 是可微分的，而且对充分小的 


AYQO = y f 0 )， Y(o) 






即对充分小的£有 


y(0 = e At 


争 


由于 


Y{nt) = (y(o) 


ft 


因而对大 * 也对. 


⑶ 


" 6 _臓分方程 f = 池揭 


我们现在考虑较复杂的微分方程 

~ = Aii)X + XBii), X(0) = C. ( 1 ) 

dt 

f 个微分方程形式上可能较复杂些，但是如果用 x 的元素 x „00 写出来，定依然是》 2 个变 
元的 V 个方程组，因而解法是存在的，是唯一的，问题在于具体地解出这个问题. 


• S3 


_ 



先从 



dY - 

dt 

1 

=』 C 0 Y ， 

y ( o ) = i 

及 


- 


dZ ^ 
dt 

= 250)， 

Z (0) = I 

出发，由于 

i 



d ^ YCZ ^ = ^Lcz + = A{i)YCZ + YCZBO) 

dt dt dt 


及 （ ycz)^=o ~ 因此 

YCZ 

就是 （ i ) 式的解一唯一解. 

特例有 

定理1对常数方阵3与 S ， 微分方程 


- = AX "t" XB^ ^X(0) = C (2) 

dt 

的解是 

X = e At Ce Bt m (3) 

这是一个简单的微分方程，但在量子力学上有用，其解的性质在量子力学上有很自然 
的意义（例如见 D. Haas, Elements of statistical Mechanics, 1954 , P. 149 .). 

这类微分方程在 JIanno - AaHHjieBccHT 的专著上作了详尽的讨论 （Tpyau 1 -rc 
Bcecoio 3 H . c 6 e 3 jia MaTeM . 1936), 

这定理有以下的 应用： 

定理2如杲 

X 两一 [°e At Ce m dt (4) 


对所有的 C 都存在，则矩阵方程 

AX + XB 

有唯一■的解. 

证明先考虑方程 

―― AZ + ZB, Z(0) = C, 
dt 

两边由0到00对》积分，并且假定 

limZ(0 = 0 ， 

如此则得 

一 C = — 2 ( 0 ) = J Z(t)dt + j Z(^t)dtB 9 

因此， 

X - j Jz ( 0 ^/ - \"c At ce Bt dt 

就是 (5) 的一个解，由于条件(4)，可知条件 (6) 是适合的. 

I 
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(6) 



关于唯一性，我们可以把 （5) 看成为个同变数的个线性方程组，既然对所有的 
C 都有解，则这个线性方程组的行列式尹0,因此，对每一 C 有唯一的解. 

附记在什么条件下 

^Ce At ct vt dt 

Jo 

对所有的 c 都存在，将来将 证明： 方程组 (5) 有解的必需且充分的条件是3的特征根; I ,•与 
沒的特征根内•的和 h + f * i 都不等于 0. 




第五章解的渐近性质 

I - 1 . ' 

; • 

L ■ , 1 ■ 

J J 

§1. 常系数差分方程 

还是从差分方程的研究开始；已知常系数的差分方程 

x{t + 1 ) = :(/)^( ， ^( 0 ) = c ( 1 ) 

的解是 

x(J) — cA f 9 / = 0 , 1 ， 2 , ；，••• • （ 2 ) 

<# 

现在我们要研究的问 题是： 当 / — CO 时，解; rO) 的性质，当/ = 0，1，2, •“时 

x ( z ) =» ( x x { i ) ，…， 

代表 〃维空 间的一个贯.我们可 以问： 这贯是否有界？是否有极限？是否会回到原出发 
处？是否会“遍历”一条曲线上所有的点？还是否~对一切，都有某种性质，还是对“一些 
，或“那些，有某种性质？一切的一切归结为方阵方幂 

0, 1，2，-.. 

的研究，这是我们第三章中所研究过的问题，在讨论之前我们先研究一下，当《是实数时, 

^ = e 2xiat y / = 0, 1，2，*" 

的性质，这些点在复平面的单位圆上，首先如果《是有理数 p / q(q > 0 9 p 9 q 互素)，则点 
列 


中只有有限个值/=(>，•_•, f 一1，其后便周而复始地循迴往复，如果《是无理数， r 
在单位圆上成一•无处不稠密的点集，即对圆上任一点 ^(0<«o<l ), 给任一 
S>0, 我们有无数个政使 


Uo —州 <S 

(要证明这个事实，需要些数论知识，即所谓 Kronecker 定理： 给了任一 S >0, 有无数个 
自然数〃及整数 P 使 


| 呼 — a •—彳 | < 6. 


如果这个对了，则 


IP — hi <27T8 # 


即得所证了）. 


这样的性质称为点列 P 遍历圆上各点，现在回来研究 


1，2 


有一个 P 使 PAr i 等于块 
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iii^in -}i ： 


i ilpi+r-i 1 - < 




炉: 邮 1 






Jl 


f 


IJ 当 A 关 0, 


110 

Oil 

001 . 


m 


Jo 当 A = A 


010 

001 

000 


如果 |1| <1，则 


lim7j = 0 # 


如果 1 〉 1 3 则 


Hm/1 


不存在 • 

如果 l ; xl = j , l » 非单构的，则极限依然不存在 • 

如果 U 1=1， 而且是单构的，则问题化为以上所讨论的结果. 

把方阵 PAr 1 折为三 部分： 

(0 特征根绝对值<1的诸子块留下，其他的部分记之为 0. 这样的方阵用 B _ 表之. 

( ii ) 特征根绝对值=1，而且是单构的诸子块留下，其它的记之为0,这样的方阵用 
B 。 表之. 

( iii ) 以上未用到的子块留下，其它的记之为0,这样的方阵用 B + 表之 • 

■ I 

这样 

PAP— 1 = + B 0 + B +# 

其中任二之积等于 0. 并且 limBL 存在， \ imB \ 有界， KmBL 无界，命 


+ 5。+ B+)P 


ESS 


+ A + 


这样便把 X 分为三份了. 

现在回过去考虑原 问题: 


jt = cA f = c(AL + A\ + A%) 


如果 = 0,则 


limx ( r ) 


有界，如果 cA ^ = 0而且 c 々=0， 则 

limjc(r) = 0. 

t —oo 

由此推出几个简单的 结论： 

定理 .1 如果 j 的特征值的绝对值都小于1，则不管怎祥的初始值， 

limx (#) 0 # 

t ->«0 

这样的性质称为“渐近稳定性”. 

定理2如果^的特征值的绝对值< 1，而绝对值等于1的部分是单构的，则 rO ) 是 
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有界的.并且给一 e >0, 我们能找到在使 


\\c — ^|| < $ 

时， 

IkW — ^iCOIl < e, 

这儿 Xi ( t ) ^ c x A e ^ 

I I 

定理3如果 a 有一个特征根等于1，而其他的都小宁1，则 nmxii ) 存在，其极限 
的支量间的比例不变. ( 

证明这样 Km， 的秩等于1，即 

t 今的 

lim^^ = uv ^ uv 9 =1， 

t - 

这儿 《，p 是两个矢量，因此 

^ limcA ^ 5=53 ( cu ’^ v . 

t - >oo t 

即与〃成比例，即得所证. 

读者试研究 d 的特征根的绝对值都=1，而且是单构的情况. 

看来变化多端，实质脱胎于一 0 = 1)，标准法式稳抓住，便可推出一切. 

I 

k 

S 2•广相似性 

现在考虑较 一 的差分方程组 

x(t + 1) = afCO^CO. 

再考虑换变数的情况•.命 

yO) = rO)LO). 

则得 

^(/ + 1) = JT (/ + 1) jL (/,+ 1) 

*=> (/ 4- 1) 

*= y{i)L(^i)~ l A{i)L 0 + 1 ). 

这样便把以 Ait ') 为系数方阵的差分方程组变为以 

Bit) = L{tT l A{t)L0 + 1 ) 

为系数方阵的差分方程组了. 

定义1如果 1(0 与 L 0 T 1 都有界，则 L 0 ) 称为 JlanyHOB 方阵 • 

如果是 JlnnyHOB 方阵，则由 

lim^CO 篇 0 

t —00 

可推得 

limy(/) = 0 

并且反之亦真 • 掌一 

定义1如果 J(0 与 Bit ) 适合于 (4) 而且 U0 是 AmyHOB 方阵，则此土方眸称为 
Ji 相似性，记之为 

H 

I ■ 

J 

JI 

A = B. 


0) 

( 2 ) 

(3) 


*^ 8* • 


■f- 




显然有 （ i)，^i j ( ii ) 如果 A^B Ilj B ^ A ; ( Hi ) 如果 A = B , B ^ C ， 则 A ^ C . 
又如果有常数方阵 P 使 

PAP~ l = B, 

则 A ^ B . 

定义 2 凡 Ji 相似于常数方阵的方阵称为可化方阵. 

定理1可化方阵一定 Ji 相似于一个特征根是实数的方阵. 

证明由于可化方阵一定 Ji 相似于一个常数方阵因此我们只研究常数方阵，还是从 
考虑 《=1 时的情况出发， 

x(i + 1 ) — x(iOp^ i6 , 

命 y (/) ―尤 (0 厂乂0，贝 1 J 

y0 + 1 ) = y(j)Kt)pe ie /Kt + 1 ). 

取 

K 0 *= e i6t 

即可使 

y0 + 1 ) = yiOp. 

一 般的情况可由标准型推出. 

§3. 常数系数线性常微分方程组 


我们现在研究常微分方程的解的渐近 性质： 方程组 


d ir xA ^ x(0) 〜 


的解 


如前，我们只需要研究，当 
的性质. 


^(0 = ce At % 

t 00 时， 


也是把/化成为 Jordan 标准型来讨论. 
C 0 如果 A 的实数部分都是负的，则 


lim ^^ = 0 # 

t ->90 

( ii ) 如果 Z 是纯虚的而且是单构的，则 

lim e iU 

t - >CO 

不存在 (A =- 0除外），而 j ? = 在平面上画 A 圆圈. 

( iii ) 不然，则 


x (/) 0 ^ ^ oo 


⑴ 

( 2 ) 


画出一条通过 x e 的曲线，而且趋向 oo . 

因此也推得 

定理1如果 j 的特征根的实数部分都为负，则不管初始值怎样，积分曲线 u (0, … 
r „ C 0) 趋向原点. 


■ 




參 




定理 2 如果^是单构的，而且特征根是纯虚的，则积分曲线在空间画一闭曲线. 
证明有 P 使 


PAP 


0 l x 


* ~ 又 1 


0 

— Xv 0 


4-0 4- 


+ 0. 


命 


因为 


xP 一 1 y ，贝 [j 


(^ i ) 


E 


0 


n 


20 


co 


s 


1 /( 一又 2 ?) f ° 


( 2 /)! 


0 


(一; l 2 / 2 ) 


§(1 


-x 2 t 2 y (oi 


t 


2 /十 l)i JLO 


cos Xt sin Xt 
sin Xt cos Xt 



因此 


y 



cos X x t sin X x t 
sin Xj cos Xit 


4 •…) 


yi c x cos Xj 一 c 2 sin 又 j 
y 2 = c x sin l x t + c 3 cos lit y 等. 


而 


yl + yl ^ c \+ c \^ y \ ^ y\ a c \+ c \ 


m 


这说明了，积分曲线是闭曲线. 


附记1 


所以 


yy 


CC • 


xP^ i P , ~ 1 x , = cc\ 


这说明积分曲线在一相似的椭球上，实质上远不止这一性质. 

附记2我们所考虑的积分曲线都是从 ^(0)- c (^0) 出发，如果 r = 
可知通过原点可能不止一条积分曲线，或者没有积分曲线，这样的点称为奇点. 
习题1试用特征根分类来研究原点附近的二个变数的方程组的情况. 

(已经学过了） 

习题2试研究三个变数三个方程式的情况，. 


0,则由上 


习题3解方程组 


dx 

dt 


xA + b . jc (0) =« 


此处 6 是常数矢量. 


§ 1 JIjmyHOB 法介绍 


以下所介绍的 / lanynOB 法可以广泛地用来研究非线性函数方程的解的稳定性，但这 


鲁 
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儿可以最清楚地看出其实质. 
还是研究 


dx 

It 


xA ^ jc(0) =* 


这儿 e 与 j 是实的.命 


u 


xYx f 


这儿 y 是一个待定的常数对称方阵，微分得 

du dx 


Yx f + xY Y = 十 YA f )x\ 

dt dt \dt ^ 


假定我们能够选得 ^ 个定正的 Y 使 


AY + YA P - /， 


则 




这儿〗。是 y 的最大的特征根，由于 ^( o ) 是正的，因此 


d\o% «(0 


du 


u 


< 一 G 1 山 


d\Q%u(j) ^ — A 0 r ， 


¥ 


9 


因此 


uO) < u(Q)e- x o l \ 


当 


00时，得 


u ™ xYx f — ^ 0. 


由于 Y 的定正性，因此 X —0. 
因此研究 


UmxCi ) 


00 


是否趋于0的问题一变而为 Y 的存在性的问题. 

1) 如果4的特征根的实数部分都<0,则 F —定存在. 


这个 Y 就是 


0O 


y 




€ At € A T dt 


0 


这是对称的，收敛的，而且是定正的，前二性质十分容易看出，今看第三性质 :如果 


0 _ xYx r 




oo 


9 


xe 


At ^(^ xe At ydt ^ 


因此得出^ = 0,但指数方阵是满秩的，因此 x -0, 所以 Y 是定正的. 
又由部分积分法可知 


oo 


AY + \ (Ae Af ^ e Ai + e At • c A 

o 


oo 


d 


% 


0 dt 


(^ c At # e A e ^dt = — 1, 
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2) 如果有定正的对称的 Y 而且使 


AY + YA f -7, 

则3的特征根的实数部分都是负的. 

证明命 P 是2的特征根，〃是对应的矢量.即 

vA = pv 、 

由于/是实的，所以 

vA — pv • 

在 dY + Y A ' ,= 一 1 左右各乘以 r， 〆 得 

v(AY + YA^d' = —vv 9 

即得 

(p -h p)vYv f =—— vv\ 

因此 

p + p < () m 

即得 所证. 

我们用 JlnnyHOB 法处理一个较广泛的问题： 

^ « x(A + B0))% 


这儿 j 仍然有以上的性质，但 


lim||B(f)i| 0 # 


我们仍然用以上的 y ; 则 


| ( 糾士 … y 


(sy 


x(A + Bii))Yx f + xY(A f 7T(0)〆 
—xx f + x(BiOY + YBXO)x m 


当 z 充分大时，时) 


£ 

dt 


CxYx'^) ^ 一 X x xYx\ 


此处;1^是一常数>0,积分得 


xYx f ^ (: rYx’）,; 


h € 


因此当 / — 於时 xYx ' — ► 0，而 ： r — 0. 

附记如果 j 不是常数方阵，我们不能得出同样的结果来，也就是有 ^ C /) 存在 • 


― = yA(t) 
dt 


的解适合于 Hmy = 0，而 

t ->00 


— =4 - B(jY) 
dt 

的解却无此性质，虽然我们假定了 
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反例是: 


~dt 


ayi 


dy 2 

dt 




(sin log / + cos log / — 2a)y 2 


的解是 


y, = c，' y 2 = 




如果 fl > 7 — 00 时，都趋于 0. 如果添上 




0 厂 
0 0 


ar> 




则新方程组是 


dxj 

dt 


ax ^ 


dx 


dt 


- (sia log / + cos log t -r la)x 2 + x x e~ at 


而解答是 


= c x e 


at 


7 


x 2 起 e 


rsinlog 卜 


q + cA e^ inlo ^dtl 

Jo 


考虑 


e 


(叫士 >， 


n 


诸点，则 


^-«inIogrj r > ^-rsinlogr^ 

0 J^ n 


2/3 


exp( — te^ &n cos an)te^ cn da (取 f ==* / 厂仰） 


> 7r/exp(/4? _Jt /2) \ e^ &n da = /( 厂 2ir/3 — ^ _Jt )exp(/tf -,r /2). 

2/3 


所以在 A 的解答中^的系数 


> ，(卜 2 〜 0 - 


当 


卜 2 ,〉_ 


时， Umar ■或趋于 oo , 或等于0,或趋于一00,视 q >0 


0或 <0而定.因此，我们不 


能得出我们所希望的结论. 

苟题1 如果/ 是复元素方阵，我们怎样来运用 JlanyaoB 方法. 


S 5 .稳定性 


一个物理系统有时为一微分方程组 


I 


• 93 






dxj 

It 


= fi(x t , 


， x„ ， 0, i 1,2, — ,n 


( 1 ) 


所刻划，其中 &，•••，％ 是参数，而 £ 是时间.研究这物理系统在平衡状态附近的性质是 
一 个十分重要的问题.即如 果来一 •个微小干扰，这个系统还会还原的则称为稳定的.不 
然，则称为不稳定的.当然物理系统可以通过试验而辨別其是否稳定，但有时实验花费 
大，需时久，不如用些数学方法来判断其是否稳定. 

确切的稳定性的定义 如下： 

1°. 初姶值作微小变化，则是否觯的变化也不大？ 

命是时的初始值，因此初始值所得出的解是 

r 

A gv( ，， <1 ， •*•〆《)• 

命是一组给定了的初始值.如果给了 6>0,我们可以找出5 (>0)，使 

I Q 一 K I < ， I —— < 8 

时，对所有的 * 都有 

▲ 

这样我们就说这个系统是-寧 

并不失去普遍性，我们假定 d — 0, ♦ * • 〆 $ = 0，而且 gi ( t >• **>^ I ) = o . 这样 
我们的定义就变为特别简单了，当初始值 

I Ci\ <C S ， I = 1,2 5 • * * 5 ^ 

时， 


|r,0)| *>h. 

2°. 加强 条件： 如果有一个5乂： >0) 存在当<5时， 


limx/CO 0 t 

t - >oa 

那末所研究的系统称为 f 孕 f 牢私如果为了确切起见，我们加上“在0解附近”字样 • 
我们已知线性方程乡^ ' 


dx 

dt 


xA(j) 


的解是 


x = cXCO* 

此处 c 是初始值，即当/ = /。时 ， r = c ，而 XO ) 是适合亍 


dx 

Ht 




XA(J), 


x(t,) = T 


的方阵. 

1) 如果 X ( # ) 在（/。，00)中是有界方阵，即有 A / 使 

I x“(/) 1 < M ， (/ > / 0 , /•，7 = 1 ， • • • ， ”)• 

则 

| | ^ Mn max \cj\ m 

因此取5 < 七当丨 r /l < 5 时 1^0)1 < e , 也就是0解 a = 0,= 0所描 

nM 

写出的物理系统是稳定的. 
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2) limXCO - 0. 如此，则 x(0 当然有界，因而系统是稳 定的. 再则由 
| ->00 

礬 —9 


可知 系统是渐近稳定的. 

3) 如果 X (0 无界. 即至少有一％ (0 在间没有上界，我们取 q -»()，•••, 
Ci^x = 0> — 0〆 • • = 0如此则 

Xj = 

Xi 因而也无界，因此系统是不稳定的. 

注意系统可能是对某些初始值是稳定的而某些不稳。 

w- 


§ 6. JIsnyHOB 变换 


现在考虑一般的钱性方程 


dx 

Jt 


xA { i ). 


定义1、变换 


yL ( z ) 


称为 JlnnyHOB 变换，如果方阵 L ( j ) 适合于 


1°•在（/。，00)中 L0) 有连续微商 


dh 

dt 


9 


2 °•在（/。，00)中 L 0% 导 有界， 

dt 

3°. 有一个常数 《(■>()) 存在，使 LW 的行列式的绝对值 >/». 
L ( J ) 称为 JlanyHOB 方阵. 

例1常数满秩方阵是 JlanyHOB 方阵. 

例 3. 如果 D 的特征数是纯虚数而且是单构的，则 

10) 〜 w 

是 JlnnyHOB 方阵. 

定理1 JlanyHOB 方阵之逆仍然是 JlnnyHOB 方阵， 


定理2 JlanyHOB 变换使稳定性，渐近稳定性及非稳定性不变. 
此二定理的证明不难. 


再研究 y 所适合的微分方 程：由 


yLQ^)A = xA(j) = — = — L(i) + y 

dt dt dt 

可知 

^ =* yL{i)A(j)Lity x — y~^ L 

* 

定义 1 如果有 JIflnyHOB 方阵 L ( f ) 使 

£(/) = Z^OHO)- 1 — 导 L -、 

dt 

则与称为 JlnnyHOB 等价.用符号 


( 1 ) 
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•hi- 








irJi'imHUh-：' inHii 卜 




A 


B 


记之.显然有 
(0 A = A. 

( ii ) 由 j 得 由 (1) 得 

^0) « L0) _1 BW^W + L _1 — = L~ l B{{)L — 

dt dt 


( iii ) 由 Z 二 1 B ， B~C 可得 Z = C ; 由 


C = UBM 


dM 

dt 


M 


M LAL 


dt 


L~M U 


MLAiMLY 1 — (m 


L ~ l U~ x + — M 
dt dt 


dU 

~dt 


M 


— MLA^MLy 1 — ― (ML)(ML)^\ 

dt 

s 

定义 2 凡与常系数方阵 JlHtiyHOB 等价的方阵所对应的方程组，称为可化简组. 

因此任一可化简组方程的解答一定是 

XC 0 - Lit)€ At 

的形式，这儿 LG ) 是 JlHIiyHOB 方阵， j 是常数方阵.至于解如上形的方程组一定是可化 
的那就不待证了. 


§7 - 周期性系数的微分方程组 


定理1周期性系数的方程组一定是可化简组. 
证明假定. 


A{t + t) = A0)y 




00 / 00 ^ 


则 


■^0 + r I = X ( / + 

dt 


因此 AT (/ + r ) 也是一解，即得 


X 0 + r ) = VX { i ) 


此处7是一个满秩的常数方阵. 


由于 | Pl 与 0,因此可以定义 


JLiogy 


(注意 logV 所取的分支)取 

uo = no ) 

这是一个周期函数， 

L (/ + T) 1(0 ， 

而且 I L (/) I ^ 0, 因此 L ( j ) 是一个 JIflnyHOB 方阵.这样 
我们定义 

x(o = y (/) L (0, 
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因此 


再考虑 


YCO - v tft 



= r (/40) 十 5(0)， 

at 


⑴ 


Ait ) 是有周期性的 ， HmllBCOll = 0的情况则可以用以上所述的 JlnnyHOB 变换变为一 
方程组其 ^ 

■ 

n 

^ ~ I a ii I Ki*i<n ^ ~ l°g - 


因而如§ 4的方法 处理. 

如果方阵 P 的所有的特征根的绝对值都<1，则方程组 （1) 的解是渐近稳定的.如 
果这些根中有一个的绝对值> 1，则是非稳定的. 

附记1因此 


f _<， 


{ A 0 十 1) = 2(0) 的解的形式是 


Xii ) -，侧， 

此处00 + D - Q { i ), C 是常数方阵. 

附记2有周期系数的微分方程的研究是一个重要而且艰难的谏题. 
物理中某些重要研究中所遇到 Mathicu 方程 

+ (a + b cos 2 f)u — 0 

dr 


及月球运动中所遇到一般的方程 


d 2 u , 

— T 十 

dt 2 


都是这类的.有专著讨论. 

* 


^^a„cosni + b n sin 

n =0 


* 

(Hille) 


例如，在数学 


§ 8* JlanyHOB 等价 


我们现在研究常数方阵的 JThhyhob 等价问题.我们已经知道，如杲 


则 


w A = PBP 一、 

I 

ji 

A = B. 


因此任一方阵 3 —定 JlanyHOB 等价于一 Jordan 标准型. 
因此我们现在来考虑 Jordan 块的等价问题. 

1) « = 1. JlsmynOB 等价条件变为 

b ~ a 一 I 一 1 = a 一 — log /• 

dt dt 
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因此得出 


4 


/(/) =々_*)(〜• 

由于 / 0 ) 及 10T 1 的有界性质可知 

/( f ) = ce nt 9 X 是实数 . 

即两个数 JI^nyHOB 等价，则他们的实数部分相等 . 反过来，命 a=a+ij? ， 则取 /( 0 ==〆' 
则 

b = a 一 — log / == 

dt 

即一个数一定 JlffliyHOB 等价于它的实数部分 . 

■ 

2 ) 一般的情况 

“J ， ^ = 0C + 〆/• 

取 L = 就把它变为 

. r 

aj 

的形 状了 . 

因此得出 

定理 1 (Epynffl). 每一个可化组都可以用 JlnnyHOB 变换 X = LY 化为 


dy _ 

dt 


YJ 


此处 J 是特征数全为实数的 Jordan 方阵 . 

现在不去 证明： 如果不计 J 中对角线上诸子块的次序，这样的标准形是唯一的 . 

. -I ■ 


§9. 逼近于常系数的差分方程与微分方程 

关于差分方程 

x(t + 1) = x(J)A(j)^ = A 

t 今 <=0 

参考： OpeflMaH, YcnexH MaTe. HaAK ， Tom 12 ， 3 , 243 — 264 . 
关于微分方程 

* 

— =xA (/) ^ 11m = A 9 

dt 

参考 R. Bellmdh ， 微分方程的解的稳定性理论 P. 52 — 60 . 

* 

■ _ 
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第六章二次型 

§1•凑 方 

中学里学习二次方程时所用的“凑方”法有很多的用处，熟悉了这个方法可以处理不 
少问题，在讲初等微积分极大极小问题时已经讲过一些，在研究二次型的时候，这个方法 
更为重要. 

” 个变数的二次型就是 1 

p 5=5 S 2 a u x i x b (0 

t = 1 i-l 

由于 + (tjiXjXi = {an + a^XiXjy 我们不妨假定 


^// = “卜 

对应于一个二次型，有一个方阵 

^ = (^/|) (2) 

其中 叫一 印，即/ == /，这是对称方阵，反之对应于一个对称方阵我们有一个二次 
型，二次型可以写成为 

xAx ^ (3) 

此处 Jf =(尤!，.••， 

当&，•••，&经过线性变换 

n 

々 = 2 yjph， x = y p ， (4) 

y- i 

变为时，二次型变为 

n n 

S 2 b“yiVi ， = B = (心）， 

I =Sl / =1 

其中 s 与 a 的关系如何？由 （1) 及 （3) 可知 


• n 


n n 


n 


n 


2 2 a n x i x i = 2 2 Ui t 2 y^pst 


即 


写成矩阵形式 


n n y n n 


SS 2 S ^npsipti ) yj, 


/ 


n n 


L _ \ r ^ 

b st = 2^J f“ a iiPti 


B = PAP\ 


定义 如果有一个满秩方阵 P 使 (5) 式成立，则^与 S 称为相合, 
相合有等价关系. 


(5) 






riiihipHMS 时 : — : 


_ i# 




mmwmf.- 
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我们的问题是;利用线性变换 (4)， 可以把二次型 （ i ) 化为怎样的形式, 
假 定〜与 0,把 (1) 写成为 

Q = a n xl + 2a 12 xix 2 + 2^ 13 yiy 3 + • • • + 2a ln x t x n + a 22 xi 

+ 2 ^ 23^3 + • • ♦ + 2a 2 nX 2 Xn • • • + a nn xl • 


凑方得 


^12 


Q = an ( 尤 1 + 』怎 2 

、 议 11 

+ «22^2 + 2 ^23^2^3 




2 


a 


n 



« u ^ 


+ ^ X n 

a ll 


2 


2 n 


^nn' 


2 




012 

a n 


Xz 


+ ^ n - 


2 


X 


n 


— a \2 ^2 I 2 这 11023 ^ ^ ^12 a H 


X 2 Xl 


a 


ii 


a 


ii 


a 


it 


十 


2 




a X2 a in I ^33^11 

*2* II 厂 






攀奉黎 


a n 


O ^11 3>i 




X ^ X n + 


« * * 


+ 


0 fa 打 011 _ ^\n 


a n a u 

如果 a 22 a xl — ^ 0 5 则还可以凑方，这样便不难得出 


,2 


Q = + 夕说 + 


* * « 




2 


1 


a n 


(尤2 十 尽 2 说十 


» * # 


+ 贫 2 nX n y 


1，2, 3 

1，2, 3 


(^3 + + 


争 #* 


+ ^ n x n y + 


1， 

1， 


* « • 


n 


， n 


，2, 




p n — 1 
» n — 1 


Xn. 


此处 




1，2, 
1，2, 


• * * 


y t — \ > i 
> i — 1 ， 7 


1 ， 2 ， 
1, 2, 


</• 


5 


命 


yx = x x + ^ 2 X 2 + ^13^3 


y 2 


X 2 + ^23^3 


^2 nX 


n 


n 


Vn 


X ff 


则得以下的结果，如果 ^ 的主子行列式 

K ; y ， 

都不等于0,则有一个三角方阵 




1， 

1， 


， n 
， n 


P 


夕12 


0 0 
1 0 


^13 1 


0 \ 
0 
0 


峰 


使 


> 


PAP 9 
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变为对角线的形式，而且在求出 P 的过程中仅用加减乘除,（不用幵方及其他运算) • 

如果二次型恒等于0,则所有的系数都等于0,何以见得？由 

CiAe'i = a a, (q + + ej) f 一 eiAe\ — ■ CjAe) — 2 tf" 

即可推出结论，这儿〜是矢量 (0, …，0, 1，0, …， 0) •第 i 个分量为1，其他为 0. 

因此对任一非恒等于0的二次型，必有一非0的系数 • 如果有一个叫_ 0,则可搬 
A 换为 A 而如上法进行，如果 <?!!=*•♦ = a nn * 0，而^ 0,不妨假定就是 a 12 ^ 0 , 
变形 xx = y 19 a = h 十 ％， x 3 ~ y 3 > * * ' = y„ 9 就可以使 

0 ^? + a n x x x % + 0 at | + * * * = ^12)^1 + • • • + •. • 

中的 y ? 项的系数不等于0,因此得 

定理 1任一对称方阵一定相合于一个对角线方阵，也就是任一二次型可以化为 

X t xl + • • • + l T xl A，• • • ， A, 今 0 

的形式 ，而^ ■是原方阵的秩. 

在变化的过程中只用了四则运算. 

在复数范围内，命 

M 

yi = VliXi , ⑺ 

则得 

Q — yl -b * • • yl • ( 8 ) 

即得 

定理 2 在复数范围内，对称方阵一定相合于 



这儿”是原方阵¥，因此任意两个等秩的对称方阵一定相合 • 

在实数范围内\/17不一定是实的，因此不能化为 (8) 的形式，而必须分清那些心是 
正的那些是负的，如果已知 

h > 0, • • • > 0，私<， • • •，私 < 0， 

则由 y , _ 可以把0变为 

Q ^ yi + * * ; + yl —— y)+x 一 ... 一 yl • 

也就是在实数范围内 j 相合于 

l is) 0 0 、 

0 一广0 • (9) 

0 0 0 / 

定义正项项数减去负项项数（即 s -( r - s )=2 s - r ) 称为实二次型的标 • 
定理3 在实数范围内，两个二次型相合的必要且充分条件是：他们的秩与标都相 
等，而 (9) 称为标准型. 

前面已经证明，任一实二次型一定相合于以方阵 （9) 为系数的二次型，现在所待证明 
的是：如果 

x\ + • , • + x? — xl +i — • • • ^ x \ = yi + * * * + y^—'y^+i — • • •—— y\y 

则 , = 这儿^ y 间有满秩的线性关系，秩应当相等，因此 f = ^，现在仅需 

证明 s = s lm 
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假 定 s < fl ， 考虑 

A = • • • = a 目 0 3 y Si ^ x = • • • = y f = (h (10) 

把 &，•••，& 看成为 J 的线性型，则共有 f + f 1 — h < r 个方程式，共有 x i + i9 • * • j x r9 
>»•••，&， 个未知数，方程数 s + r - Sl 小于未知数的个数，因此有一组非全为0的 
x s + i>--*i x r9 y Sl > 适合于 （10)， 因此 

— (^ J +1 + . • • + JTr ) = yi + • • • + 

这是不可能的，因此 ，，小 


.大块凑方法 


还是凑方的基本看法，把2划分为 


A 


A[ s) L 


V A 


(n — s ) J _ 


如果 Mil \ 0,则 




/ 


A , 


L 





0 A 2 -L r Ai x L 
A x 0 

0 A 2 - L f Ax l U m 


I -Ai x L 
0 I 


由大块凑方法，立刻看出 


Ml = \A 1 \\A 2 -L f A{ 1 L\ 9 


定义1如果 j 


A , 则 /称为 斜对称，二斜对称方阵』， S 称为相合，如果有满 


秩的 P ， 使 


PAP" = B. 


定理 1 Z —定相合于 


F 0 
0 F 


F 




(v:> 


两斜对称方阵相合的必要充分条件是他们的秩相等. 

诬明 1) 斜对称方阵的主对角线上的元素一定都等于 0. 


2) « » 2，由 

“一 1 0 
0 1 


)(-::)(: 


0 



所以定理当 竹疆2 时 正确. 

3) 不妨假定 a 12 ^ 0,把 W 划分为 


A x 
— U 


L 




A , 


0 


2 J 


a 



A % — A [ n ^\ 


如此则 


I OW ^ L\ / I 0 V 
L f A\ X 7 / \ — U aJ I / 


A t 0 

0 A 2 + VAx 1 L ) m 


# 
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而 A 2 -b L r Ax 1 L 是一 》 — 2 行列的斜对称方阵，因而证明了本定理 * 
由此极易 推得： 

定理2 奇次斜对称方阵一定是非满秩的. 

定理3 满秩的斜对称方阵之行列式是一个平方数. 

附记这儿我们仅用了四则运算，而没有用上 开方. 


§3. 仿射几何二次曲面的仿射分类 


定义命 ； c = ( a ，…， r„)，y ( yi ，- ••，％)•变形 

x = yA H- c 9 I I ^ 0 (1) 

称为仿射变换，此处 / = A {n \ c 是一个 》 维矢量. ' 

( A ，•••，&) 所成的空间称为仿射空间 * 

仿射几何学就是研究几图形在仿射变换下的性质.如果有两个图形，我有一个仿 
射变换把其一变为它一，则他们称为仿射等价. 

仿射等价关系是一个等价关系. 

例1任何一点一定仿射等价于另一点，这称为仿射空间的可递性， 一 直线变为一直 


线. 

例2 —个平面 
经仿射变换变为一个 平面: 
任一平面可以变为 



4 


5=3 0 # 

例3任意不在同平面上» + 1个点可以变为 

0 , e i9 <?”••• ， e n . 

证明先把一点变为 o . 

阵 



是满秩的（由于 n + l 点不在一平面上），变换 

__ 

x = yA 

把 ； t x( n 变为 y 

例4同一直线上取三点，，，，，= /，+ (1 - 气他们经 （1) 变为 


则 


即得 


/ W 2 )， 及 / 3 )， 

^(3) = tx (iy + (1 — » t(^y {1 ^A + c) + (1 — t^Cy (2) A + c) 

= (^ (l) + (1 — t)y itj> )A + c m 

y {y> = ty {v> + (1 — 0y (2 \ - 
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由此 推得： W . X (3) 间，/ W 3) . 间距离之比等于产 \ y (3) 间 
(注意经过仿射变换距离是可变的 .） 


〆 《， y ⑶间距离之比, 


二次曲面的一般形式是 


jcSx' + 2bx 十 y = ()• 


⑺ 


此处 S 


S3SSE 


• S 00 4是《矢量， r 是常量，对应于一个二次曲面有一个》+1行列的方阵 


s b 9 
b r 




(3) 


当 （2) 经过 （1) 而变为 


(yA + c)S(yA + + 2b{yA + c) r + r 


yASAy H- 2(^cSA f + bA f ^)y H- cSc 9 + 26〆 十 


它所对应的方阵 

/T a 


a B 


ASA ， A(Sc f + b f ) 

(c5 + b^)A f cSc f + 2bc ■ 

j 0 X 0 丫 . 

C \J \€ 1 / 


S ^ 


)( 


€ 


由此如果 g 与 f 所代表的二次曲面仿射等价，则 s 与 r 相合，与 f 相合_在复数范 
围内 *5 与 r 的秩相等， G 与 p 的秩相等，在实数范围内 * s 与 r 的标与秩相等 ， G 与 F 的秩 
与标也相等. 

更具体些，在复数范围内，有^使 

I 

, / I (r) 0\ 

ASA 9 = ( ), 

Vo 0/ 


即 

r? + _ • • + d + 2 biXi + r = 0 # 

i = 1 

凑方 

n r 

(xi + b x y + * * * + ( r r + b r y + 2 y ] biXi + r ' = 0, r ' = r ~ b \ . 

*• = r + 1 r = x 

分三种情况来研究 

( i ) 所有的 办 /G *= r + 1 ， • • • ，”）都等于0,而 r 与0，贝 !I 

尤 1 十办 1 = V T'y” •. • ， x r + b f = y r 9 y t 

把 （2) 变为 

y? + • • _ + y? + 1 = 0. (4) 

( ii ) 所有的 = 1， …，幻及 ^ 都等于0,则 （2) 仿射等价于 

y? + …+ W O. (5) 

* 

( iii ) 并非所有的 &(/•*— r 十 I ，*"，”）都等于0,则由. 

々十办 1 = yi，. • • ，方 r + b r = y r5 2 b #i - r ^ Vr+l 

f = r + 1 2 

y? +•••+〆 + 2y f+1 * 0, 

即在复数范围内，任何一个二多方曲面一定仿射等价于 (4)，(5)，（6) 之一 
同时证明了， G 的秩减 S 的秩 < 2/ 


( 6 ) 

，在这儿也 
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定理 1 如果 S 的秩等于的秩等于 r ， 则所对应的二次曲面仿射等价于 （5); 如果 
s 的秩等于 G 的秩减1，则等价于 (4) ，如果 S 的秩等于 G 的秩减2,则等价于 (6). 

再在实数范围，首先有^使 

/ 7 <r) 0 0 

ASA 9 0 —J( r _ s) 0 

\0 0 0 

即 （2) 实仿射等价于 

W + • • • 十 d — xl^x — • • • 一 x\ +2 bi%i + T = 0 # (7) 

1 = 1 . 

凑方，得 

n 

(A + 々 i) 2 + * • • +(^ -+ 卜 ) 2 — (^+1 一 h) 2 — • • . 一 (x r _ b f ) 2 + 2 biXi 十 r' = 0, 

i 二 r + l 



r ’ = r - 2^? + .2 

f = 1 i — j + 1 


0) 如果 b t (t = r + u -^ n ) 及，都等于0,则 (2) 等价于 

x \ + • • • + xi — — • • • 一 xl — 0 # 

( ii ) 如果 6/(/ = r + 1，•••，《)都等于0,而 T f 0,则空_ 

尤 1 + 厶 1 — V I 〆 U" …， Xf—br^ A s/\r f \x f 


可知 （2) 等价于 



x \ 4- 


• # « 


+ x ] — 


■ 


一 xl — 士 1 • 


如果有 •一 个 biO = r + 1， • • •，/0与0，则由 


n 


厶 1 叉1， • • * ， X r 一 b r 


Xr3 ^ iXi + V T 

f = r H-1 2 


X r ^l 


可知 （2) 等价于 


( 8 ) 


(9) 


f 


+ • • • + xj '■ 一 Xj+i 一 •. • 一 xf *+■ 2x f +! — 0. (10) 

由此得出结论 

定理 2 如果 <S 的秩等于<?的秩，而 S 的标等于 h — r ， 则二次曲面仿射等价于 (8). 
如果 G 的秩等的秩加一，则仿射等价于 （9). 如果 G 的秩等于 *5 的秩加二，则仿射等 
价于 ( io ). 


特例：在实数平面上，即2时，二次曲线仿射等价于以下几种曲线之一 

I 


(0 

xf + xl = 0 

点圆， 

( ii ) 

x\ —— X 2 — 0 

两条相交的直线， 

( iii ) 

x \ = 0. 

一直条线， 

( iv ) 

xi -h X 2 ^ l 

圆， 

(v) 

X1 + X2 — 一 1 

虚圆， 

(vi) 

xj — ^2=1 

双曲线， 

(vii) 

Xi = l 

两条平行的直线， 

(viii) 

Xi = ^1 

两条虚直线， 

( ix ) 

Xl = 2x 2 

抛物线. 
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在三维空间中，二次曲面仿射等价于（只考虑 G 满秩的情况) • 、 


(0 

( ii ) 

( iii ) 

(iv) 

(v) 

( vi ) 

( vii ) 

(viii) 


xi ^ xl x \ = 0 y 

x \ + x \ —— xl = 0, 

W + r! + x 卜 1 ， 

x\ + x \+ x\= — 1 ， 
x \ + x \ —— xl — \ y 
xi 一 x \ 一 X 3 = 1 ， 
x? + r〗+ :r 3 = 0 ， 
x\ 一 xl^r = 0y 


习 d 试列出 f 非满秩的方程并且说明它们的几何 名称. 


点球， 

圆锥， 

球， 

虚球， 

单叶双曲面， 
双叶双曲面， 
椭圆抛物面， 
双曲抛物面. 




§ 4.射影几何 


定义射影变换是以下形式的变换 


y = CxA + b、l (jcc + d\ 

此处 d = A {n%n \ b = b (un \ c = c in * x \ d = d {1) m 并假定 


( 1 ) 


P 


A c 
b d 


0 # 


( 2 ) 


如果 


z 


( yA * 4 - 


(y 


d 本） 


p* 


c 

b * d 


z 


[(xA + b)A^ + b^{xc + d)b*] 
[CxA + + (^xc + d^)d^ ] 


_ (^x(^AA^ + cb^ + bA^ + db^) 

(^x{Ac^ + rd *) 十 bc^ + dd 年） 


A c 
b d 



b * d 




〆 


也是一个射影变换，而且它的方阵 

/AA* + cb* Ac*^rcd*' 

\bA* + db* be* + dd 3 

即连续施行两次射影变换所得出的依然是射影变换，其对应方阵是原对应方阵的乘积，因 
此，对应于逆方阵，我们有变换 (1) 的逆 孪换. 

注意对应一个射影变换(1)，我们有一个方阵( 2 ).但是反过来，不同的方.阵可以对 
应于同一的射影变换，例如 PP 也是对应于（1)，这儿 P 是任一不等于0的数 • 

进一步，研究怎样的不同的 P 会对应于相同的变换(1)，我们只要考虑，怎样的 P 对应 
于恒等变换，在 (1) 中以 ' 


X 


0, 


<?i 


代人，而要求 


y = o v 




则得6 = 0及 


€ 


i{eiC + d) 




iA 


eic + d 是一个数，因此得，七 ■/ = 0 ， （i # ;) ? 取 r = y 

+ Xdei = Xaae^ 十 d 


lea 则对任 A 尹0, 


a 
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_• 4 ■ 肀 时 平仙 1 ， 甘 f 1 








mil 卟 h- 二 



因此 = 0，即得 r 0，并且心 V *= 心即 

P = [d ， d 9 . *• ， d]. 

即当且仅当 P-Pl 时， （1) 代表恒等变换. 

不难证明，如果 P 与0代表同一变换，则它们之间相差一个常数 因子. 

射影变换也是把线性关系变为线性关系. . 

仿射变换是射影变换，所以在射影变换下不变的性质，在仿射变换下也不变. 

射影变换有以下的一些 性质： • 

1) 任意》+ 2个点，其中任意 fl +1 点都不在一个 ”维的 平面上，可 以孪为 

- * • + * * • + e n% 

证明仿射变换已~经把》+ 1* 点变为 


还有 一 点 

由假定 

变换 


0〆〆 • • 3 
(〜•••，〜)• 

‘今 0. (因为如果 ** 0* 则此点在0,〜•••， tf tt 所定的平面上 X 射影 


Xi = a t yi 


把 a =句变为 y ; « 1,即可得证, 
射影变换的另一形 式：命 



则 

(^xc + d^)~ l (^xA + 厶）= (^d^x 一 办 *)( 一 c m x + 

要证明此式极易，因为它就等价于 

(xA + bX-^*x + /i*) — O 十 d)(d*x — b*) 

— — x(Ac^ + cd*^)x + x(AA* + cb*) 一 {bc^ + dd*^x + bA^ + db* 
« X — x = 0 # 

假定 #， X (2 WW 4> 经 （1) 而变为 y <2) ， :/穷，/ 4) , 

则 


y U) - y ") =+ d )~% x il) A + b ) — (^ d * x (i) 一 b *)( 一 c * x {i) + A *^ 1 

== (_ x (n c Hh d ) _1 [(; c w) Z + 办 ）（ 一 c * x (i) + A *^ 一 ( ar (, V + (^ d*x ^ —办*)] 

x (―+ ^*) -1 

= (尤 ⑴ c + d ) _1 (； r ( *〉 一 *(’))( 一 c * x ^^ + 

= p {i Kx U) - x { ^Q {i \ 

假定这些点在的联线上，而且 

■*•(’)= + (1 — / (0 ), JK -** 

并且假点**， x ** 变为广，而变为 〆 ••)》 X U ) y * + (1 - W ))，*， 则由 

x { ° 一 W ) — (/〈’•).一 /"))(■*•* — «■**)， 


可知 
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(X Ci) - W ))( y * — y **) = p u \t u) - #))(， 一 r 料) 沪) • 

/与 V 的距离的平方等于（/一 xO ( x { - xO \ 因此/之距离的平方与 〆 ， 〆 之距 
离的平方的关系是： 


(1 ⑺一 w - 广 )(广 一 y^y ^ (〆 ， w o — t( f )y 

- (x*- x**)Q (f) g ( ^(x* - x**y 

，与 y (2) 的距离与沪与 y (3) 的距离的比等于 

• (乂 ⑴一 — 乂⑺广 1 = p ii \ t {r >— 户 >)(/ ⑶一 t <2 ^ y x / p ^\ 


因此：得: 



这个 


I 


^ (1 > - /I ⑴ 一 又⑷ 
又⑶二 ㉔/ 又 


称为四点的交比.由此可见射影变换使同直线四点的交比不变. 


§5. 二次曲面的射影分类 


二次曲面 


经射影变换变为 


xSx 9 + 2 bx ' + y » 0, 



b 9 

r 


(xA + 6)S(>4 十 W + 2(xc + d)b(xA b) 9 + 十 d) 2 

===(xA + b^)S(xA + bY + (^xc + dXxA + b、’ 

+ (^xA + b)b\xc + dY + t(^xc + if)(^xc H- dY 

*= x(^ASA P 4 - cbA f + Ab*c + Tcc^x* + 2(^bSA r + dbA’ 
, + bb f c + Ydc’x 十 bSb f + 2dbb r 十 rd\ 

它的方阵 


/ AS/ 十 cbA f + Ab f c f + rcc (l?SA f + dbA 9 + bh f c + rdc) 
\ bSA 9 + dbA' + 从 V 十 rdc hSb f + 2dbb P + Yd 2 




d ) ^ PfP * 


因此，二次曲面的射影分类特别容易. 

在复数域中 F 的秩是唯一的不变量.任一秩等于 r 的 F 有一个 P 使 


PPp f = 

即任一二次曲面一定射影等价于 






I 


尤 5 + • • • 十怎？ = 0 ， 如果 r < n 9 

d + * * • + W 1， 如果 r ^ n. 

前者称为退化的.因此非退化的二次曲面一定射影等价于球. 

在实数域中，如果 F 是非退化的，即 P 是满秩的，那它一定等价于 
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Xi + • • • + xf 一 X 2 s ^i 一 • • • 一 d 


^9 


在平面上非退化的二次曲线一定射影等价于实圆虚圆或双 曲线, 


§6. 定正型 


现在实数范围内研究问题. 

定义1对任一非0的矢量常有 

xSx ' > 0， ( S f = S ) 

则 *5 或其所对应的二次型称为定正的.如果对所有的^常有 

xSx f ^ 0 


则 S 称为半定正的 • 

显然有定正的 >5—定是满秩的，因为如果 S 非满秩的，则有 r (_ 0 ) 使 M = 0 , 因 

■ . 

而 xSx * = 0 . 

在实相合下，定正性（或半定正性）是不变的，即如果 S 定正，而 T - PSP 1 ( P 实， 
| P |^ o ), 则: r 也是定正的. 

由于任一对称方阵一定实相合于 

广） 0 0\ 

| 0 — 7 Cr-,> 0 I, (r? + …+ - … - 尤 J) • 

\0 0 0 / 


因此，半定正的条件是 


^定正的条件是 

/ (f) 0 


即如果5是半定正，则 


5 = P 




在这表达式 P 的第 r + 1， …， n 列都不起作用，如果把 P 的前 r 列写成为 


Pli9 * * * 5 pir 


Q 


Q - Q ^ r \ 


、 Pni ， 




PnrJ 


则得 


5= QQ \ 


有两个有用的 特例: 


1) 如果 


r 


1，则 


s 


U U 


这儿“ 是一个 〃维实 矢量. 


2) 如果 


n ， 则任一定正的方阵可以表成为 


5 = 


的形式，这儿 P 是满秩方阵. 


反之也十分明显，因为 y — ； cP ， 则 


WW 

xSx 9 = yy = y 】 = 0湯 


即得 h 


= 4). 因而 A 


x n = 0 # 
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定理 1 半定正方阵的主子方阵也是半定正的. 

证明十分 容易. 因为不妨假定主子方阵就是第1，2…， i 行列的元素所成的方阵，即 


\ 



S x = 5^ 


中的 & • 矢量 * M (巧， • • •， a ， 0, • • • ， 0) 使 

xSx' = (A，• • • ( 文 1， . • * >xi) $ 

由于；> 0,所以 A 是半正定的. 

定理2半定正方阵的行列式 > 0 . 

这也是显然 • 由于 

det ( P />0 = ( detP ) 2 ^ 0. 
由此也可推出 Schwarz 不等式 



还有更广的不等式 


XX xy 
yx yy 


xx yy — (xy r y ^ 6 # 


■ 


等等. 



r 


S 7. 用凑方法求最小值 


1) 假定 s 是定正的， c 是一个矢量，研究函数 

# + 2xC § + T (1) 

的最小值， 

由 


xSx + 2xC % + r — O + CS^)S(x + CS^y + r — CS~ l C f >r - CS^C f 
可知 FU ，*.*, x w ) 的最小值等于 

r — CSW ， (2) 


而且当且仅当 x ^- CS - 1 时，取此最小值. 

如果 *5 是定负的，则 (1) 有最大值.如果 S 的标不等于，则 (1) 无最大最小值.因 
为 S = P [1，1，."，1，一 I ，."，一1] 〆 ，命 xP = y ，则 

j n 

^Ofi，.• • ， r a ) — 2 M 一 S y5 + •••• 


因之，当 yi — oo 时 F — 60 ， 而 y» — oo 时 —oo (其他变数取常数可也) ■ 
2) 条件极值. 

在条件 

xC — a 


下求 
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的最 小值.考虑 


% 


xSx f + 2X^x0* 一 os) 

的最小值， a 是任一实数，由 1) 可知 

xSx' + 2XxC f — 2Xa ^ — 2Xa 一 }?CS^ l C f = — — (l + —— -—— ) CS^ X C\ 

CS^C \ CS 一 1 C，J 


当且仅当； - - XCS' 1 时取等号.利用约束条件 Ttr = a ， 即 一 iCPC ' = a 可知 

且仅当 pgs 醜 等号 . ， 

由此即得，对任一定正的 S 常有不等式 

(jfC0 2 (=« 2 ) < dxSx'XCS- 1 ^) 

这又是 Schwarz 不等式的推广 • 因为如果 S-I 这就是 Schwarz 不等式，读者试由 
Schwarz 木等式来推出这不等式. 

3) 如果约束条件不止一个，即在条件 


* xC — a 

下求 ' 


xSx 


的最小值，此处 C - a 是一个/维的矢量.考虑函数 

xSx’ 十 2(；cC — os) 又 ' == xSx' + 2xCX f 一 2aX $ 

这儿^是一个/维的矢量.由 1) 可知 

* xSx f + 2(xC — a)X f ^ 一 XC'S^CX 9 

且仅当 I = -ic f s^ 时取 等号. 由约束条件 


可得 


xC ^ — XC f S^ l C = oc，^ = — a(C’S 一 1 
xSx ' ^ — aX 9 — a ( jC f S ~ l C^ l a 9 


§8. Hessian 


一 个函数 F{ X] 


经变换 


后 


即得 


_^)的 Hessian 是方阵 

咖 ，…… 

\ OxjOxj / 




JCi 




//( y ” 


y 


dF 

dxi 

d 2 F 

dx t dxf 


n 


2 


dF Q Vk 


(dy K y 


n n 

22 


d 2 F ^yk ^yi 


n 


k 


2 


OF ^Vk 


i dy k dy t dxi ^ Qy k dx ‘ dx f 






争 • 


3 y 


F) 


3(y” …， )0 


尤 i 


Xn) 


m 


ill • 




十 dF 


H(x k ^—yx n ; y K ). 


如果变换是线性的， 


n 




2 yt a n 


X 




则 


H(x 19 * • * = (A^YHiyx 


yn ) A ^ % 


定义.在区域 D 内，如果 Hix ^-^ Xn ) 定正，函数 F 称为向下凹（成锅形)，如果 


H ( x 19 ^^ X n ) 定负，则向上凸(成帽 形). 

由上可知，线性变换使上凸或下凹的性质不变* 


§9. 常系数二级偏微分方程分类 


4 


我们现在考虑常系数线性二级偏微分方程 


经变换 




1» 


E 


«!/ 


d 2 u 


dxidx ^ 


F W f 

2办 


du 

dxi 


cu 


0, « ( ； = a ti 


n 


S y 必 


s 


yP 


⑴ 


( 2 ) 


方程 （1) 变为 

十 d 2 u 

s^i 

我们现在看其系数间的关系. 


2 J ] bT ^- + c * u ^0. 

dy s 


及 


因此 


n 


s 


即得 


du 


s 


du dxi 


du 


dy t t^x dxi dy t " ^ dxi hi 


d 2 u 


n 


6 y s dy t 


Z 


& 


*»/ 


dxidxi 


ptipsi 


\ 


n 



d 2 u 


a * + 2 § S 


U 


n 


d 2 u 


n 


n - n 

du 


S p^Psi + 2 s 铲 + 

i,；=i OxiOxj t$t =i t = t oxi s^x 


u 


a H = 2 Pti^ftpsiy 


n 


hi = S b ,Psi 


> 


(3) 


_ 
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如!由 - fl - ，■- i 丨 T ■与 R _ t ：_ ■中伸_!曲_卜胂如》 : 





即 


A - b = b*P ， 


而 


A 


P ^ AP ^ 1 , 




即与 X 相合，所以在实数范围内，有 P 使 

I (p) 


(p r y i Ap- x 


0 


0 0 
广卜 #) 0 
0 0 


因此， （1) 可以化为 


p 


d 2 u 


dx ) 


一 S 


d 2 u 


P+1 


糾警 


0* 


命 


则 


ve 


Cf 1 JC 1 + < -+tf r 4? r 


du 

i 

dxi 

d 2 u 


fdv 

Vaii 


}e 




f d 2 v 
\ dx ] 




dv 


+ 2^ — + a\v 州 


dxi 


代入 （5) 得 

P 


s 


d 2 v 

dx ) 


一 2 


a 


2 


P 


P+1 a , 5 + 〜 + 0 ft ； + 2 ,、? +1 ( m ，) ％ 


r 


dv 


n 


2 S ^ + c ^ v 


0 


dxi 


可取 of / ■= — bi(J = 1，2, * • • ，/0， ot , =■ biO = p + 1 


^ n ) 


再取 P 使 


ib 


f + i > 


(1,0 


0). 


因此得出标准型 

p 


2 


a 


2 


r 


- 2 


d 2 v 


6 


dv 


CV 


0 ， s = 0 或 ！• 


i^l dxi <= 7+1 dx] dXr^x 

如果 * _ 1，可取 P = we ~ cx r + i 因而可把 C 化为 0. 如果 s = 0， 可用幻 
而把 e 变为 : t 1 因此我们有以下的几种标准型 


(0 


d 2 u 




r 


S 


P 


00 


^ d 2 v 
i dxi 


r 


jLj 


S 

=p + 


d 2 v 

i ~ dx ) 

d 2 v 


9 


2 


P 


Oii ； 


s 


d 


r 


dx \ 




dx 


d 2 v 


+ p — o 


dv 


p + i 


dx \ dx r 


o . 


+i 


lp , Hermitian 型 


现在考虑复数域， 5 表示 a 的共轭复数. Hermitian 型是指以下的代数式* 






■PWif'' i ! ： -'l J "iS'1 , IK1 ： - v h : Ip 1 ■'! 






所对应的方阵 

称为 Hermite 方阵.它适合于 


仅 — a ji0 

t 

H = H f . 


如果 K = — H' 则尺称为斜 Hermite 方阵.显然可见况是 Hermite 方阵.因此与 
对称方阵斜对称方阵的情况不同.斜 Hermite 方阵的研究并无什么新鲜之处的. 


Hcrmitian 型可以写作 


经过变化 

则得 Hermitian 型 

关系 


zHz \ 

I 

Z ~ wP ， 

tvPHP 

Hx- PHP 1 


是一个等价关系，称为相联 (Conjunctive) 或称为 H 相合. 


n,HH 


用 


表之. 

显然如果 j 是 Hermite 方阵 9 而 BHA ,则 B 也是，并有等价三性质： 0 AHA 9 ii ) 
由 得 BHJ ， iii ) 由 AHB 9 BHC 得 AHC . 

与实域中对称方阵类似可以证明以下的定理. 

定理 1任意一个 Hermite 方阵一定 H 相合于 


[1 ，1，…，1 — 1，…，一1，0，•••，()] 

这儿有 P 个+ 个一 1， p +' q - r 是 H 的秩， p - q 也称为 H 的标. 


由此推得 

定理 2两个 Hermite 方眸 H 相合的必要且充分条件是他们的秩相同，标相同, 
定义如果除洛= 0以外常有 

zHz >0 


则 H 称为定正.如果常有 

zBz ^ 0 

则//称为半定正. 

定正的必要且充分的条件是阶等于秩等于标. 


§ 11- Hermitian 型的实形式 


把 a 写成为 r +以. 把 H 写成为 

5 + iKj 

这儿 S 是实对称方阵， K 是实斜对称方阵.这样 
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zm，= ix 十十 iK)(x f - iy r ) = -yK + i(yS + ^))( / - iy) 
=(^xS 一 yK)x' + (y5 + xK^)y f 一 [(^5 一 yK)y f — (>5 + xK)x r ]i m 

由于 

yKy f = 0 ， xKx = 0 

及 

xSy r = ySx f 

虚数部分等于 0, 因此 

/S K\ , 、 # 

zHz* ~ xSx' + 2xKy f + ySy f — y)( ) ( 尤， y) • 

• \ — K S / 


因此” 行列的 Hcrmite 方阵可以看成为 2n 行列的特殊対称方阵 


S K 
—KS 



而变形 


z 


W ? 


也可以写成为 w = u + iv ， P = A + iBy 因此 

jc + /y = (« + iv^^A + (5) *= uA — vB + i^vA + wB) 


= (“， O 


A B 
_B A 


方阵 


A B 
_A B 


可以用以下的方法来刻划，任意一个与 


0 


可交换的方阵一定是形式 （1). 即由 


:, ：)( 


A B 
C 



A B 
C D 


)匕 


9 


0 


( 1 ) 


⑵ 


可得 B = — C , A ^ D . 

因此 Hcrmite 、 方阵的理论可以说 成为： 在特殊变换下研究特殊对称方阵的性质的理 
论-所谓特殊就是指形如 （1) 的 方阵. 
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第七章正交群与二次型对 


^ si •正交群 

! 

我们现在考虑实矢暈空间使矢量长度不变的线性变换，称为正交变换. 


即 

使 

以 （1) 代入（ 2 )得伝等式 
即得 


■ r 

y ^ xT 9 
xx f *= yy \ 
xTT 9 x f — xx P 9 


O ) 

( 2 ) 


rr«/ # (3) 

适合于 （3) 的方阵 r 称为正交方阵，显然连续运用两次正交变换仍得一正交变换，也 

i 

就是两个正交方阵的乘积仍然是正交方阵.所有的〃行列的正交变换(或方阵)称为正交 

J d 

群.由 （3) 可见 \ T \ - ±1 # 

我们现在在正交群下研究问题.正交变_换使矢量的长度不变，也使二矢量的夹角余 


弦不变，即如果二矢量同时变为 y (1) ， y (2> ，则 


显然变为 


W 1 )， x c «) 




\J * ⑴:⑴ V 2) W 


y(l)y(3V 




y … y^*y 

正交条件 （3) 也可以改写成 为：命 r «(~)， 


则 


n 


c if c ik = 石 ik . 


(4) 


这儿若 i 乓 I 则 h = 0，而 h = 1，由 

TT - / 

可知 r 也是正交的，因此还有一组与列有关的方程.由 （4) 也可以推得一个正交方阵是 
由》个两两正交的单位矢量所组成 的：即 

《 (〜，.••， c nj ) 0 

再看„ = 2 的情况，由 

di + 丫 ?2 = 1 

可以取〜 cos 泛，如此则 c 12 = 土 sin 没，并不妨假定 c n = sin 0 ( 若不然换0为 一 0 
即得).由 

•lfP : 






可知 h 


psin0, = pcosd 胃由 


+ 


可知 p = ± u 因此二维的正交方阵一定可以表成为 

cos 6 sm0\ / cos 6 sin0 


一 sind cos0 


M 


smc7\ 
cos Q/ 


mid — cos0 


前者是旋转，行列式 = i ， 后者是反射，它的平方等于单位方阵，即 


/cos 6 sin 6 k 2 

\ sin d 一 cos 0- 


0 




0 




而行列式等于一 1，反射是一个旋转乘以一个特殊反射 


0 


1 


而成的. 


.一 般的讲来，考虑由 


a 


炫 ji 


a 


u 


COS0 ， 

sin0 ， 
— sin & 
cosO 


及其他的 


a 


dst 


所定义的方阵是0%/)平面上的旋转. 


考虑 


^11 


<^ in \ 
c 2n 


C 


nl ， 


C 


.7 


cos6 siiyd 0 
sm6 cosd 0 


• • • 


°\ 


0 


0 


0 


0 


可以取 0 使 （2, 1) 地位的元素等于 0( 即解 c n cosd - C 22 slnd ^ 0 即得).再乘以 

" - + I 

cos 6 0 sin 0 0 • • • 0 


I 


0 


10 0 


sin 6 0 cos0 0 


0 

0 


0 


0 0 0 


可使 （3，1) 地位的元素等于0,连续运用，可得一方阵其中 Q 
c u =± l . 由于正交性质， 


= 0，因此 


Ci n 


0. 


再乘以 


0 


0 0 


0 


cos 6 sin 6 0 


0 一 sin 6 cos 6 0 


* » ■ 


0 

0 

0 


0 


0 


0 0 


1 


可以使（？， 2) 地位的元素为0 等. 因此，任一正交方阵可以乘以平面旋转方阵使它变为 


4 
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的形式. 


[土 1 ，土 1 ， … ， ±1] 


( 5 ) 


又取0 


cos 


Q 


sin 沒 



0 


0 


1 


在 （5) 上乘以平面旋转的方阵可以得到 

, [1， 1，… 1] 或 [1， 1，-"，一 1】 

视其行列式是+1或 一1 而定. 

总之，任何一个行列式为1的正交方阵可以表为平面旋转的乘积.而行列式为 
的正交方阵可以表为以上的乘积外再乘以一个反射[1， 1， … ，一 1]. 

定理1 给了任意《个互相正交的单位矢量，我们一定可以找到 

• • • 使 


个矢量 « (w+1) 


U 


⑴ 


鲁 

學 


(») 


成一正交方阵 • 

证明 1) 先证，任一单位矢量《有正交方阵 r 使 


uT =■ 


这一点的证明极易.因为可以定出^使 




cos 0 sin 0 0 
sin 6 cos 6 0 


_ • * 


0 


0 


0 

0 

0 


0 


0 0 


的第二个支量=0,续行此法可得所证 • 

2) 假定已知〜则 

/ u (1) \ 


擎 


\ u 


( m ) 








_ 




由于 


( 2 ) 


与^正交，其第一支量皆等于0,再行此法可得 


XD 


攀 

* 

* 


T,r 2 … 





而 



(1) 


r 二 … .nr 




即得所求. 


* 
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我们推广正交群之定 义. 

定义命 *5 是一定正对称方阵.凡造合于 

TST = S 

的方阵 T 称为 <5正交方阵.显然 S 正交方阵乘积仍然是 S 正交 方阵. 

由于任何一个定正方阵可以表成为$ «尸 〆 ，因此 

I 

_ T ' 

TPPT _ PP ， ， 

即 

( p - i Tp )( p~ i Tpy - /, 

即 P ~ l TP 是正交方阵 • 

因此 *5 正交方阵的研究并没有什么特别之处.可由普逋正交方阵的结果推得之. 
但如果5非定正，则情况大有不同，其中如 S 仅有一个负号，就是所谓 Lorcntz 群.这 
儿不谈 • 


§2. 定正二次型的平方根作为距离函数 


在普通几何中，两点 

* = ( 尤1， …，； 0 ，y = (y W ”） ’ 

的距离等于 

d(x,y) =» a/O — y){x — y y = / S ~ y0\ 

这函数 d(x 9 y) 适合于以下的四个 条件： 

i ) 定正性， dCx , y )>0 9 且仅当 x ^ y 时取等号， 

ii ) 对称性： rf (^ r , y ) 

iii ) 等比性： d ^ Xx ^ Xy ) *= \^\ d ( < x 9 y ) 9 

iv ) 三角不等式 

d{x^y) + d(y 9 z) > d(x,z), 

而且仅当三点共线时取等号. 

三角不等式的代数证明 是：命 Xi — WA ， y t - - - b t , (1) 式等价于 


\/ aa’ 七 bb* ^ \/ (^a + 办十 b)’• 

平方之，它又等价于 

aabb f ^ (ai^) 2 , 

这就是 ByHflKOBCKHfi-Schwarz 不等式 • 

余弦定律给与 


d^Xyz) 2 = dC^^y) 2 + d(y,z) 2 + 2d( ： r ， yXy ， jsr)cos0 


即 


COS 


Q 


(x — y)(y — zY 


一 y ) (怎 一 y)Xy 一 ^)(y 一 怎) 


这儿沒是 O , y ) 边与 （ y ， Z ) 边的夹角. 


⑴ 


( 2 ) 
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问埋是否还有其他的两点 hy 的函数仍然有性质0, 幻， iii ), iv ). 这样的函数 
很多，最显然的例子是：^ 

命是一定正对称方阵，则 

= V (^ — y)5(a: — y)'. 

也适合于0, ii )， iii ), W )， 这些性质的证明并不难.只要写成5 = pp f 9 命$ =汗， 
n - yP , C - #，则立刻可由以上的 （1) 结果推出新性 质来. 

再举一个例子，当时， 


d(x 9 y) y f \ p # 

S 3 •空间的度量 


在上节的研究中，不难看出起着十分重要的作用，这引出了以下的槪念. 

命是实的》维矢量空间，我们定义其两个矢暈 Ay 的内积(或称无向积). 0， y ): 
它是适合于以下性质的函数 

1) (:， y ) — ( y ， 尤)， 

2) ( lx 9 y ) -= XO ， y )， 2是任意实数， 

3) (* + y 9 z) = 0 r ，2) + ( y ,«). 

由此立刻推出 

2’) (x 9 Xy) ^ X(x,y) 9 

3 f ) {x 9 y + 2r ) « (x 9 y) + (x 9 z) 9 函数 （ r ， 尤）定义为 * 的范数，用 N{x) 表之 • 
如果 

4) Nix') > 0,而且仅当 f = 0时， N{x) = 0,这样的函数称为矢量空间的欧几里 
得度量. 


有欧几里得度量的实矢量空间 K 称为欧几里得空间. 

V (^ 称为矢量的长度，长度等于1的矢量称为单位矢量或称为就范矢量.任一 


矢量 * 可以化为单位矢量 -7=^=. 

vW ) 

如果 O ， y )~0, 则称二矢量 f 与 y 互相正交，用 T 丄 y 表之 • 
如果 （ hy ) = 0,则由 1)，2)， 3)，立刻推出 * 

N(x + y^x + y) = (^ + y^x + y) =* + (y,y) 

= N ( x ^ x ) + N ( y ， y ). 


这就是商高定理. 


这是”维的实矢量空间 .. 假定 V 11 ， 


，^ °，是〃个线性无关的矢量，则 


n 


n 


X 




s 


x t a 


(i) 








由 2)，3)，20 与 3) 可知 

( dO = 



n 


n 


n 


XiU 


(i) 


S 




< y ) 




2 


a 


(/) 






(;•) 
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此处 （a W )，W)) *- 心，而 


n n 

N ( x ^) — 8 SS SijXiX 卜 

f = 1 i^l 

性质 4) 的意义治 *5 - (5 <7 ) 是定正的，因此这个抽象的处理所包含的具体内容，与定义 

(4 f , y ) — xSy 

无异.虽然如此，这样的抽象定义却有很多的启发性. 

定义如果 tfi，. ye my 适合于 

f 0当 *• W 

(G ， cd = Sij = -f i 9 / = 1 9 * * •，《?• 

L 1 当， • = /， 


这 仿个矢量称为 相互正交的单位矢暈或称就范正交矢量，当仿 =-» 时，称为就范正交基 

1 

底. • 


由于 <S « PP '， 作 



\ej \ej 

即 （G，q) ^^心，因此•，^»就是一组正交就范的基底 • 


§ 4* Gram-Schmidt 法 

i 

* 

命#>，•• •，: r ( W 是《个任意线性无关的矢量. Gram^chmidt 法是指从这历个矢量 
怎样求出这子空间的》个两两正交的单位矢量. 

首先，取 



文 1、爲/ 

vV)，/ 1 )) 

是一个单位矢量.其次，作 

» (2) : 

=⑽⑴ + /9x( 2) . 

如果它正交于《 (1> ，则得 

■ 

♦ 

0 — 05十彳(尤 (2 )，“⑴） 

G ⑵）)\ 

vV 1 )， 方⑴） 

取 

* 

(X =— 

1 ~ 

(太⑴，欠⑴） 


再则如果《 (2> 是单位矢量，则 
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rv> r 'S'i ：|?；： 


心 |_ 呷 : 伸 HtTi4- : 





即得 




然后苒取 


mss 




(« (2) ,« (2> ) *= (⑽⑴ + 和 ( 2 > ，咖⑴ + 和⑵)， 

a 2 + 2邱(《 ⑴，* (2) ) + 卢 2 (jc ⑵， jc ( 2 )) 

a2 (^ {l) J , A ： (a> ) —* at (2) ) 2 

p ~ o^T^) ， 

_ V (x (1 \x U) ) 

^ \/(; r ⑴，; t (_ 1 ))(; r ( 2 )，; c ⑵）一 （ x ⑴，; r ( 2> ) 2 ’ 

g _ w )) _ 

\j ( jc (1) ， a :⑴ )(^ ⑵， ar (2) ) —(龙⑴，龙⑵ ) 2 


=* au il ^ + 和⑺ + Yx i3 \ 


而从= « (33 «^ - 0, « (3 V 3 〃 ~ 1中定出 A A r 来. 继行之，最后得出 


，⑴ 


« U^ (1) J 


0 £ 21 尤 (1) 十 a n x in 9 






cc m 〆 


(m) 




这是 M 个两两正交的单位矢量.也就是 


( 1 ) 


«n 0 
^21 ^22 


Xm) 


Xm) 


由 


W U) 


“⑴'、 


j(m) 


Cm) 


(m) 


es 


«u 0 

OCjl <^22 


0 f u 0 

Of 21 ^22 


(坩） 


人 m) 


fi^ml ^m2 


% mm\ 


^m2 


mmt 


可知以上的问题一变而为先作定正对称方阵 


^m) 


Ci ») 


再用“凑方法”祀它化为单位方阵;因此 a , /的数值在上一章中已经算出了! 
这儿还须补充一点： 

定理1 (Grain). M 个矢量，， • • •，； r (w) 线性独立必要且充分条件是 


(!) 、、 


(1) \， 
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是定正的. 

证明首先这样形式的方阵总是半定正的.原由是 


(鉍1， 



(«， . • -u m y 


=+ • • • + U m X im) ^S(^UiX {i) * - • + U m X im) y. 

如果这个矢量是线性相关，则有非全为零的《1， • • •《« 使+ • _ • + u m x im) 
即方阵是半定正(而非定正的乂反之，如果方阵是半定正的，则有非全为零的（^， •• • 
使 (叫 x (1 ) + • • • + u m x im ^ SCuiX ^ + . + u m x lm ^y =* 0. 由 S 是定正推得 


U 


) 


所以怎 (1) 


UiX {1 ^ + • * * 

是线性相关的，定理证完. 


u m x 


Cm) 


()• 


§5. 正投影 ， 

9 

\ 

假定12是欧几里得空间，假定 <5是一个子空间，这个子空间的基底是/ n ， •••，/〜•我 
们要证明， 任一矢 量龙可以表为 

^ = 4TJ + x N9 x s € 5, : r；v 丄* s, (1) 

而々 称为矢 量 * 在子空间 S 上的正投影，而〜称为射出矢量. 

例如： 及是三维空间， *5 是通过0的平面.所有的矢量都是以原点为起点，巧是矢 
量在 s 平面上的正投影，而以是从矢量;末端到平面 *5 上的 垂线. 而1心1就是矢量末端到 
平面5的距离 • 

把&表成为 ， f 

Xs = c ^ ( l ) 十 ••• + (: m x ( 鄉)， 

此处 C 是实数. 

从正交性出发 - 

(JT 一 x S yX ( ^) = 0， （々=1，2，* "， w ). 

，即 

+ ••• + + (尤，太(°)( — 1) ^ 0, 


(x (m \x (1) )c x H -+ (x (m \x (m) )c m + 0 ， ;r ⑷ )( 一 1) = 0, 

x (1) c x + • • * + x (m) c m + x s ( — 1 ) = 0 - 


由此推得 


即解得 


W 1 )) ，…， （ w «〕） ， 尤⑴ 

魯 4 • # 聲參畢 » * *»*******«1 

(: c ( w *)，; c ⑴）， • _ • ，（:，尤 ㈤ 
(尤，太⑴）， • • • 尤⑷ ）5 心 



太⑴ 


* 

ar ( m) 


， Qt 户)），0 

r 
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其中 r ( x ^ 


^ U ) ) 是矢量 ； r (i) ，• • •，/⑷的 Gram 行列式•而 


X N = X 一 Xs 


X 


(1) 


r 


X 


( m ) 


(^ ，尤 ⑴）， • • • ，（ jr ， jr ⑹) x 


m 


命 A 表 矢量仏 的长度，则 


as 


Or 仍〜）《 ( x N ^ x ) 




o (i) ， r ) 


r 


鲁 


( r ， y (1 〉） ，… ，(尤， x ( m ) ) ， 0， aQ 



x 


Cl) 


X 


( m ) 


，尤） 


r(x 


to 


X 


(m>) • 


这々有以下的几何 意义： 

(jn + 1) 个矢量作成一个 （w + 1) 维的单纯形，把由; 

h 

所成的#维单纯形作为底，由X的末端到这个底的高就等于 

假定 y 是^中的任一矢量， f 是 k 中的任一矢量，都是由原点引出的矢量.由 


N(x 一 y) = N ( x n + x s — y ) ^ N ( x n ) + N ( x s — y) > N ( x n ) «= A 2 


可知 


k 一 yl > k — ^ s \ = 


即 高不大于斜 髙，因此，在 s 中的所有的 y 中，用矢翠 u 逼近的 f 的偏差 最小， 而 a 
Vn(x - x s ) 可以作为近似 r 〜 r s 的测差平方. 


引进 r # « r ( x ( l )，" •，尤⑺），声= 1 ， 2 , 


■聲争 


9 


m . 


则 


Vi \ = I ^ (1) i 




v . 


是矢量的长度. 

j s / r 2 — v^i — v 2 

是由 * ( i > ， 所构成的平行四边面积，又 

\/ r 3 «= v 2 h % = Vi 

是*“>，/«， V 3 > 为边所构成的平 f 六面体的体积.继续定义 

— F3A3 = y 

-般有 



很自然地，称为由 
12中取一正交就范基底，写 


n 

x( m) 为边所构成的 W 维平行体的体积 


X 


( 1 ) 


X 


(/) 


(太 1 /，’ • • ，尤 #|/)，父 


I * 


X 


(m) 


则 


T m = \XX f \ 


因而得 
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〜，〜 




尤,《1， X * m ^ 


因此得出以下的几何性质： 

定理1平行多面积的体积的平方等于在所有《维坐标空间上射影的体积的平方 


和. 


特别是 m = n 9 



欠11， 

…， 

Xm 


x ny 

• • _ a 

太 22? • " 5 

■ A. ■ • ■ ■ • Ai A . A 

^2n 

▲ ■ _ 墨 


y 


琴 _ — 零 

^nn 


的绝对值， 


再回到投影分解式 


= (^5 + + X N ) = ix s> x s ) + (.x N yX N ) > (x N yX N ^) ^ h 2 ^ 


即得 


r ( j ： (1 )，• • • ，尤 ( m ) ， x) 
r (: r (1 )， …， JT ⑷） 


hm < ( 尤，太） ■= r(x). 


jr (m) 正交.由此立得 Hadamard 不 


而且等号成立时的必要且充分的条件是 r 与/”，••• 

等式 

ro (i> ，• v*,^) < r^Wro ⑵) • • •r(/ m> ). 

其中当且仅当两两正交时取等号，这等式的几何意 义是： 

平行多面体的体积不超过其边长的乘积，而且仅当其为长方形时等于这一乘积 
Hadamard 不等式的普通形 式是： 


尤 11 ， 


X Xn 


^ni 


X 


nn 


n 


n 


< 24 S 4 ‘.，S 


另证 如次： 

i) 如果 *s, t 是定正，则 s 十 r 也是定正，而 

f 又 1 ， • • •，又 n]) 


IS + Tl > |5U (化为 S 


T 


S t L 
V 5 ? 


Hadamard 不等式乃其特例. 


\S t \\S 2 -LS^L f \ <1^115,1 


§6 .酉空间 


在复矢量空间中，我们定义两个矢量《，〃的内积为 


uv\ 


使 W 不变的线性变换称为酉变换，即 

v = «[/, UU P 
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而 C 7 也称为酉方阵. 

当 # = 1 时，酉方阵就是 d 在〃 维空间 


[ e idi s •.. ， 

是酉方阵.实正交方阵显然是酉方阵. 

U- (叫）有次之条件 

h 

n 

y = i 

由 u f u^i 可知 iJ ' 5 tr ， i ； 都是酉方阵. 

命 

^ll = Pi〆 01 ， … ，鉍 in a PinW' 

则 

me- ie wS 

的第一行是实数，即得一个方阵，其 


«u 


Uin 


Uu + …+ u\ n 




而且 如，" •，〜 是实的.由上节已知有正交方阵 r 使 


^11 




的第一行是依此续行可知：酉方阵可以表为形如 [# i ，* ••，#«]的酉方阵与正交方 

阵的乘积.如果称，'_，：!，•••， 1]* ••为一维酉方阵，则可知 

■ _ 

定理1任一酉方阵可以表为平面旋转及一维酉方阵之积. 

注意 1. [一 1，1]是一个一维酉方阵. • 

2•酉方阵的行列式是绝対值等于1的数. | c / i 7 # | = i ，| c ； lli 71 •= 1，故云. 

定理2 ( Gram )，《» 个复矢量 


,( 1 ) 


Xml 


线性无关的必要且充分条件是 Hermite 方阵 
是定正的. 


: 1，2广” flf 


证法与前原则同，从略.读者自己推广 Gram - Schmidt 方法* 
同样不难远明，如果有了《个矢量适合于 




* _ 




/ = 1 


则可以补充 


个使 


(1) 


Xn ) 


成为酉方阵 • 

把以上的结果作一些不难的 推广. 

在复矢量空间中定义内积（《，〃).它适合于以下的一些性质 
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1) 0， y ) = ( y ， 欠)， 

2) { ax ^ y ) = a ( x 7 y ) 9 

3) O + y^z) = {x,z) + (y^) # 


由此推得 


2') (尤， ay ). = S ( r ， y )， 

3’） ( x^y + sr )= (尤， y ) + (尤，之）， 

4) Nx = ( x , x )^ 0 而且仅当 x 


0 时取等号.这样的空间称为酉空间.试推广 


以上所得的全部结果， 


§7. 函数内积空间引 


我们现在考虑在区间（《，幻上所有的可平方求积的实函数/00类，称为 P 空间. 


我们定义 


(/， 公) 


b 




J(x)g(x)d ： 


为二函数 Kx ) y g ( x ) 的内积，如果内积等于0,此二函数称为正交.如果 


b 


a 


/ Wv _ 


1 


则称为就范(或正常).而 


NQY 2 篇 (j:/ 2 OV, 


t/2 


称为函数空间的度量 • 

' _ 

如果有一组不全为零的实数^使 

CifiCx) + • • • + C n fn(x) ^ 0 

几乎处处等于0,则 AO )，* ••，&<>)称为线性相关，不然称为线性独立. 

定理1 ( Gram ) 〃个函 数/,00, •••，/«<>)线性独立的必要且充分条件是对称方阵是 


C(fi 


是定正的. 


迸明 考虑 


(“1， 



fihdx ， 


b 


« • * 


5 


Ufndx 


a 


(«i 


)， 


fnfldXy 


■ i 


a 




(i: ㈣ 


I c / 

+ ^nfn)ildx 9 … («l/l + 


^ nfn ) fn ^ 


a 



Ohh 


a 


Unfn ) 2 dx . 


如果 U ， …山 是线性相关，则有非全为 o 的 


使 


b 


( wi/i + . ••十 u n f n ydx = 0 # 


a 





反之，由此得出 thfi +…+ u „ f n 几乎处处为 0. 

方阵 

Cfi ， 

称为 gramlan * 

用凑方法有三角方阵使 

an 0/«11 0 

^21 »22 * • • »21 « 22 

如此得出一组函数 

Si = 代 nfi ， 




S2 = «2l/l + » 22 / 2 ， 


= ®mi/2 + + • * * 十 CC mm f m ^ 

它们是正交而且就 范的. 

例 ，取 *= —1，^ = 1* 

函数 •* •的 gramian 等于 

( ^ (l 9 x,x 2 ,x z ，- - •y(l 9 x 3 x 2 i x i ) * • ^dx 











# 


因此得经 Gram - Schmidt 法所得出的正交就范函 数是: 



0 


0 



(1，尤，尤 V 


* 攀 


2 


0 



3 


0 


0 


0 


3 


0 


0 


2 




3 


3 V 5 
0 


0 


2 


5 



7 


‘ 以上的概念显然可作多种的 推广： 

1) 用 Lebesgue-Stidtje 积分的概念，命 05 ⑷是 U ， 彡]中不递减时实函数，而且不是 
常数，则可以定义内积分 


(/A 




0 


2) 考虑复函数，而定义 


(/，犮） 


b 




/00犮00血0). 


3) 多维积分 


Q , s ) 






n)s(x ly 


x n )da(x i 


4) 在”维空间的 《 维流形 S 上 


Q ， S ) 


爭* 參 


{/U ， …， 


这儿 办是吾 上的测度. 


5) 更抽象的所谓“内积空间”. 

但一般说来，主要的方法的纲要就是从以上所讲的开始的. 
以后我们还将择要介绍. 




9 


$ 


§ 8* 特征根 


定理1 任一方 阵/可 以唯一地表为 

A =H + K，H = R， ， K = -K\ 

命 h A ， 々代表 AH ， 尺中元素的最大绝对值.若 a = « +和是2的特征根，则 

|<y| ^ na 9 \a\ ^ nh^ ^ n\ m 

证明由于 C 是特征根，所以有一个非0矢量 z 使 


zA 


GZ m 


由此可推出 


GZZ 9 * zAz f y 
azz f = zA r z ' 9 


相加及相减得 


_ I + 心 


2 \ (… i + 
2 
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因此 


所以 


同法 


§ z ^ r = ^ I A 5 ’ 8=5 2 ^7 ( 6 .*/ 一 ^)*^1 

h / ui 


\ a \ zz f < 2 U/l < « SU /[ Uyl ^ a 

* ♦ 

^ a/?2 I | 2 ~ anzz\ 


(? 




I 戊 U〆 < 2] I A /； I I 々 I 1 h I < ^(Skrl) 2 < nhz 安 


及 


\^\zz f ^ n\zz\ 

这定理有以下的一些 推理： 

定理 2 Hermite 方阵的特征根是实的. 

证明^ 0,所以 \ *= 0,因此/? = 0. 

定理3实对称方阵的特征根是实的. 

定理 .4 斜对称方阵的特征根是纯虚的. 

定理 S 如果定理1中的 K 是实的，则 


1^1 < 


2 


n(j% 一 1) 


证明我们有 




^zz — Z 


A 


立 V 


zKz 1 


由于尺是实的，所以 k 是实的斜对称方阵，因此 


ZiZj — ZiZf 

§zz f = 2 - - ， 

i<i 


即 


i^i 




i <i 


ZiZj 一 ZiZj 


再用 Schwarz 不等式 


(S 


ZiZ 


:〆 J - 


2 


^ 一 n C n 一 1)^1 

2 4 


ZiZj 一 ZiZj 


B —一 n (ji —— 1) (云 #/ ■一 z i ^ i ) 2 

2 i<i 

- i )(( S ^/) 2 - S ^ Si ； ) 

2 

. n(n 一 1) / -/\2 

< - - - \%Z )y 

2 


因此得 
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附记这定理给出斜对称方阵特征根的较优上界. 

定理6 命 <r = a + /〆 表示 A^H + K 的特 征根. 则有 

m a ^ M y 

这儿仿是 H 的最小特征根，而 M 是最大特征根. 

证明命《«<>,■,•)，及=是对应于0•的3的特征矢量，则有 


tbzz = zHz 0 9 


即 


zHz f 




zz 


把 zHz 7 zz f 看为一个函数 / W . 则显然有 

* 

min/ 00 ^ os ^ max/(sf) # 

现在只须证明 min/Or) 与 max/C^r) 都是 H 的特征根即是，命 


z i 


<>/,从 


df _ df 


立刻推得 


Qxj Dyj 


及 


QL 

Qzj 


§L 

dzi 


df eiUz 9 


极值 1( 


dzf "■ 

m / zz 9 ^ 适合于 


zz 


ejZ 


= 0 , 


ef(H — 1/)5’ = O . 


即 


(H - XI ) z f - 0 # 

即 \ H - XI \ - 0. 

由此也顺带地证明了 《 _ 

定理 7 如果 <5是实对称,则最小(大)的特征根等于 

xSx f 


1 XX 

的最小(大) 值. 也就甚在球* 〆 《 1上，*5 〆 的最小(大值)• ’ 

九何语言 ， xSx = X 是一个椭球，而球 r〆 1与捕球相切的情况是 X 是 >5的特征 

根.如果又小于最小的特征根，则球全部在椭球之内.如果; L 大于最大的特征根，则球包 
有椭球. 


定理 8酉方阵的特征根的绝对值等于 1. 


证明如果 r 是 U 的特征根，则 x + ~ 是 Hermite 方阵 U + U~ L U + U * 的特 

X 

征根，而手('一士*)是 u f ) 的特征根，都是实的•即 

, I 

^ + — = 2r, x 一 — *=> 2is (r ? $ 实数)， 

XX 
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则 




因此 > 2 + ? = 1. 即得 所证. 

由此推得_ 

定理 9实正交方阵的复特征根成对出现 


§ 9. 积分方程的特征根 


我们再把实对称的情况更简化地说 一下： 如果 a 是实对称方阵的特征根，则有一矢 

量幺使 

■ ■ 

* 

zS = 

由此得 

isSz f = azz. 

由于 - zsr 是实数，所以《是 实数. 


用这个原则来处理积分方程的特征值问题. 

假定 K (^ x 9 y ) D K (^ y 9 x ) 是一个实连续函数 • 其范围是 a ^ x ^ ^ ^ 

求特征值 A 使 


b 


fM = A K{x^y)jiy)dy 


有解 / GO . 

定理 1 特征值是实的. 

证明乘以而积分之得 

I /(^) 1 2 dx 


又 I /(^) dx ( 尺（尤， y)/(y)dy ， 


a 


a 


由于 


(I K{x 9 y^fMfQy^dxdy j j K(^x 9 y)fMf (y) dx dy 

*** LL K ^y dxd y = \ a \ a ^( X ®y)/W/Cy) dx ^y 

是实的，因此 a 也是实的. 

习题 1 把本定理推广到复函数空间. 

习题 2 试研究幻 >，y ) 今尺 ( y，d 的情况，参考 S 5 之法 • 


10. 对称方阵的正交分类 


定理1在正交变换下 ，一 个二次型可以变为 

lix\ + • • • + X a xl 

的形式，也就是任何一个对称 s 有正交方阵 r 使 

rsr f ■= ■ •，又山 

这儿 •，心 是实数，是 *5 的特征根. 

1 

m 
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■ f 卜 《 -•， H W 努.卜如••調 H 今谢 v 



* 


证晛对应于特征根 A ， 有一特征矢量 h 不妨假定它轼是单位矢量，即; rf « 1. 

xS ^ X x x^ 

有正交阵 r 化#为第一行，因此， e x r « 


— l t e L 


所以 rsr 的形状是 


V 0 
0 \ 


s t = s [ n ^ l \ 


这证明了本定理. 
由此定理可知 


ft 


xSx 9 = 2 


+ ^ in ^ n )^ \ 


此处 r « (%)，即 




而是 * S 的特征矢量， g[J ( a n ^-, a ni ) 是^的特征根; U 的特征矢量 • 
定理2 对应于不相等特征根的特征矢量是正交的 


证明如果 


x il ^S == ⑴， W = Z 2 x <2) 5 lz 


则 


^ x ( ti Sx {2y = 


由此 推得/ = 

由定理 i 不难立刻 推得： 把 A 排成为 


< 又义 名“ * <又”， 


则显然有 


X x xj + • * * + ；> 又 

JCi 4- * * * + Xn 


即 


_ 沁? + …+ In Xl 


4 十 


舞 ■ « 


十 W 


Xi 


— vr 卞,… +以 

*1^0 XI + # * • ^» 


换符 号得： 、 

定理3 我们有 


min - —y ^ X x 9 
xx * 


当 ： r - 时取等号而 


min ^ h 


% x z 


⑴ xx 


且当时取等 号：再 


mm - = 1 


X x : 


XX 


3, 


• ⑴ • 


m 


••作 令 v /_ 


^l!>；rf'l：if)4 1 




■ ti tPi fflU N 神 ! hi_ 辆 m • 轉， • 


i R»j,lt- i^h ；： li ： t|r.- 








11. 二次曲面的欧几里得分类 


k 


变换 

P = xT + c 

称为欧几里得变换，此处 r 是实正交方阵， e 是一实矢量.在旋转，反射之外，还有平移 
y-x + c . 所有的欧几里得变换成一欧几里得群.欧几里得几何学就是研究欧几里得 


群下的几何性质.不变性质. 

首先是两点 r ( W 2) 的距离是不变的;其理 由是： 

( y (0 一 y (2))( y ( l > 一 y <2 >y a (尤⑴ 一 ' 尤⑼) JT 乂; C ⑴一尤⑶)’ 

=» (: c ⑴一 x <2) )(r (1) 一 

又任一超平面 i 经过欧几里得变换一定可以变为= 0* 
现在看二次曲面 

xAx f + 2xb’ + r = 0 

■ i 

的分类 • 

可以取得 r 使 TAr = 0 19 * - -，/„). 即经过 x - yT 可变为 

n n 

^jhy\ + 2 2 b tyi + r ^ 0 ， 

i=l 

如果诸 l 皆不等于 o , 则由 


n 


s 

i = l 

可知一般的二次曲面可以变为 



n 


b) 


r -2- = 0 

i = l 


2 又 〆 5 = 又. 


如果则可以变为 


2(个2 



的形式. 


如果 Jt = 0, 即得退化二次曲面 

P 


S (t 


± (f ) : 

f + 1 、 a i ; 


0. 


如果有些 h = 0,不妨取 


T 


n 


2+ 2 S = 0，儿 i ， …，又 r \ o . 


如杲非所有的 h 都等于 g ， 我们可以把它再变为 


总之，先看 
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如果是奇异的，则原二次曲面称为退化的，非退化的二次曲面一定欧几里得等价于以下的 

I 


标准型 

* 

#■ 

±(f) a - ± (fy=i. 

i=i \ 0〆 f=p+i \ 0〆 

r 

(1) 


s(f) 2 — S 

(2) 


当 P = « 时，所得出的曲面是樵球，而 ^ 是其主紬的 长度. 
读者试自己写出退化二次曲面的标准型. 


s 12 •方阵对 

先复习一下方阵对的相抵关系. 

方阵对次与私， B a 称为相柢，如果有二满秩方阵 P ， 0使 

次篇 ps , q 9 a 2 = pb 2 q 

有如下的重要结果 • 

定理1如果艮是满秩的，则方阵对相抵的必要且充分条件是+不与 
B,X + B t 有相同的不变因子（或初等因子)， 

此定理已经证过了 • 

我们现在研究4可能非满秩的情况.由较对称的形式 

I 

XAi + fiA 2 — oo 又，只 < oo 

较为 方便. 如果有使 \ XA l + f iA 2 \ #0,则这些方阵称为非奇异方阵束.显然定理 
1可以推广到任意的非奇异束. 

我们现在回来考虑对称方阵. 

定理2如果 

A =-PBQ 

及4与 B 都是对称的（或都是斜对称的 )• P 与2都是满秩的，则有一满秩方阵/?，与 
P . Q 有关，但与/， S 无关，使 j = R ， BR . 

证明 1) 由 J - pbq 9 可知 

A = Q ' BP ' = PBQ . 

命£7 » f ，，则 

C 7 B ， BU \ 

又 C 7 的任一多项式常有 

f ( U)B _ B ( f ( U ) y . 

2) 满秩方阵17的平 方根. 我们现在证明有一多项式 /(at) 存在，使 

(KU )) 2 - u. 

. 如果这个对了，则命 x = Ki /)， 而 

XB BX \ 

取 K =* X f Qy 即得 

R f BR = Q * XBX ， Q ， Q f X 2 BQ 甲 Q'UBQ = PBQ = A 


• U5 * 



即得所求. 


命？00是1/的特征多项式，如果能证明有/00存在使 

/( 又) 2 胃 A(mod 玄(又 )） 

也就证明了 2) 所提出的结论. 

3) 将 gO ) 分解为 

gOO *= (jc 一 tf) r (y 一 by(^x _ 

此处 《， h <，• ••两两不相等，且不为零. 

把 ^ 展开成 { x - a ) 的幂级数 - 

v , . 、 (.x — a) 2 



S ^3 



命 FM 为展开式的前 r 项之 和. 则77 — F 0) 可被 (x - a y 所 g 除.同样将 ^/T 
展开成0 — 0的幂级数. GO ) 为这一幂级数的前{项.则- GOO 对以被 

整除. 如此等等. 


把 财成腑 分式衝 


sM 




A 


— a ) 


RM 


S 3 S 




{x — a ) 


r 


+ 及 0) 


同样由 GOO 定义 so ) 等等，命 

/W = gW 


A{x) 


so ) 


—* “) r (x — b^) s 


易知— fM 可以被整除.即 


x = /00 2 (niodg0r)) 


由此极易推得 

定理 3 如果 


PAQ^A i9 PBQ = B 19 

而/与 4 且都是对称的或斜对称的， B 与艮都是对称的或斜对称的，则有满秩的 jR 使 


R，AR 




R f BR = B 


定理4 假定#0，有满秩的 P 使 


A = PBP f 


的必要且充分条件是 


XA + 与 + fiB 9 


有相同的不变因子. 

证明 1) 若 j 则 


A^PB^y 


所以 




(XA + fiA ，） 苗 P(XB + 


满足条件. 

2) 如果条件适合，则有 

( 又 j 十 fiA 9 ^) = P(AJ? + fiB 9S )Q 
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而 


A -bA* ^ P(B + B f )Q, A — A f ^ P(B — B f )Q 9 
Z ，与 B + B f 都是对称的， 3 —，与 B — B ， 都是斜对称的，因此有尺使 

A + A ' =- R(B + B ，） 及 ，， J — R(B — B f ) R f . 

附记当=0时，本定理仍正确，但证明较长不录. 

« 

§13. 斜对称方阵的正交分类 


在实数范围内一对对称方阵的相合性，是并不简单的问题.我们已经讨论过的#正 
交群下二次型的分类就是这问题的一个特例.也就是方阵对 

a ，< s )，(/, r ) 

的相合问题.可以稍加推广;如果方阵对中有一个是定正的，则可以化为 

(/， U ，…丄]) 

的标准形式.如果方阵束内有一个定正的，也可以同时化为对角线形式.这些推广是不 
难的.但如果没有定正的存在.问题变为很复杂.这儿不讨论了. 


同样的情况对 Hermitc 对也存在.有些书上错误地处理 Hcrmjtc 对的 问题. 

如果一个是对称—个是斜对称我们也只准备着重地讲一下是定正的'情 
况，也就不妨假定 A X ^ U 即在正交群下，斜对称方阵 A 3 ~ K 的分类问题. 

■ y 

当荩篇2时 



因此，任一二行二列的斜对称方阵一定正交等价于 



定理1任何一个斜对称方阵一定正交等价于 



0 

—hi 



LVo) 




+ o 


而 … > b >0. 

由前已知，斜对称方阵的特征根是纯虚的，即有一矢量 W 使 

■ ■ 

wK »= i\w ， 

这儿撕是复矢量•命 w ， u + iv ， 则得 


uK = 一 \v ， vK = \u 

由 uKu «= 0, 可以推得 《 〆 *=()， 即“与 "正 交. 

若々 < 0，则由此推出 



K 


0 一^ 
4 0 


)(1 


又 


\uu 9 =*= vKu P 


所以⑽'命 «i «/ a /uu 




= 一 uKv •功 \ vv ’ ， 

p/^/ VV y 则得 



■•rtrW^MTtmKW^ 


I f■ fi" 1 










• 137 * 





而 = 1 ， 《#; = o •把 < 补充成为正交方阵 r ， 则得 



同样可以处理4 > 0的情况，依此续行，可以推出定理来* 


§ H . 辛群与辛分类 


定义使一个满秩斜对称方阵不变的方阵称为辛方阵，即如果尺一 ^=0, 

使 

PKP，• K 

的方阵 P 称为辛方阵 • 

为了简单起见，我们可以固定 

■■- ■ + 

/ O 1\ 

1 o )，I = I (v \ O = O lv \ 


把 P 写成为 



则由 



可得 


AB f = BA f , CD，= DC\ AD ， 一 BC f = 7 


立刻可以看出 


I S\ (AO \ ■, 

o i > L 广） 卜…卜 


o 


都是辛方阵.命尸 


，而且是对角线方阵，即 J 的对角线上若干是1若干是0.则 


-(/-/) 


V) 


也是辛方阵. 


不难证明任一辛方阵也可以表为这些方阵之积. 


S 15•各式分类 

我们有了一 批群： 正交群，辛群，酉 群. 我们有了一批被分类的対象 • 
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对称方阵，斜对称方阵， Hermitc 方阵，正交方阵，辛方阵，酉方阵. 

因此出现了一系列的问题，在某一个特定群下，把每种特定的方阵分类. 例如： 对称 
方阵的辛分类，酉分类 等等. 如果再加上“数的范围”就出现了种种的问题.关于这些问 
题的专门研究，我不 在此一 列举了 • 

‘但是我们必须指出，这样的问题中有不少是有实际意义的，而且是互相相关的. 

例如： 斜对称方阵的正交分类.就可以用来处理正交方阵的正交分类，即求出正交 
方阵的标 准型. 也就是给了一个正交方阵 r ， 我们一定有一个正交方阵 r 使 


TTT 


cos & 1 sill 6 X \ 
sin d s cos 6 1 






cos 匕 sin 6 U \ 

• 丨 + /• 

sin d ff cosd〆 


证明使 


r^(i —k)o + Ky\ 


由 rr = z 5 可得尺 - k\ 

由前已知有正交方阵 t 使 


由此得出 


此处 


即得所求_ 


TKT 


0 




ki 0 


0 

—kv 


v 


• — * 


+ 0 


TTT f - + + 


7 


M ?) 


0 

— K 


一 k 


o 



一 k 


—k 


- K % 


一 k 


) 2 /(i 


2\ 




1 +々 2 1 +々 2 


\ T ^ 


2 


_ 


1 + 




§ %•分子振动 


在质点系的经典力学处理时，动能等于 


n 


位能等于 


= 2 

i r i=l 


aij — a 


n 


2 F — 2 qi b ijqi 


bii -= b h 


这儿《是广义坐标，而 是与时间 《 及 7 无关的函数，这都是实数；么 


i£i 

dt 


命 


^ ^ (%)， B = O") 
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R 《_(☆，•••，％)， 如此则得 


2 T = 4^4 $ 
2 V = qBq \ 


由于动能决不会是负的，而是仅当不动时才能为0,即仅当泛 
是一定正方阵. 


(0 

( 2 ) 

0时才能为0,因此 j 


我们已知有 P 使 


PAP 9 = /, 
PBP f = A 


0 ) 


再来考虑质点系的运动方程.这系的 Lagrangiati 是 


2 L = 2 T 一 2 V — ^ Aq ’ — qBq f 


因此运动方程是 


写成方阵形式 


d ( dL ' 

dt \Qqi 


dL 

dqi 


0, 


qA + qB 




命 q = 0 P ， 则得 


6 PAP \ + 6 PBP f — 0, 


即 


6 A == 0 # 


单开来写，就是 


d % 

dt 2 


XiQi *= 0, 


U 2 


n. 


如果是周期振动(或这系统的平衡位置是固定的），这样 h > C .即 S 也是定正的. 

命篇 M ， 如此得出 




Ai sin (pit + of ,). 


再由 q == 6 P ^ 我们得出 


qi sin + 炫 d v k“ 


k 


例两个连在一起的调和振动. 

命 A 代表质量％的物体从平衡位置向右移动的距离， 而&是 ％移动后的距离，根 


据三弹簧的 Hooke 定理 


2 T =* tn x x \ + m 2 X2 9 
2 V = ^[xl + J ( 2 X 2 + ^( x x — Xj ) 

■ K+ h x \ ~ ^h x i^ 


现在 


m t 0 




一 ki h 


运动方程是 


d ^ x x 


d 2 x 2 


dt 


h -^0， -^ + te = 0. 
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t: 1 •: 卜 -H ^ ： p|nUnt J： ;. ^ 



现在 


这儿 


因此 


而 

此处 



Xi — —~rrcos0 — —J= sin 9 § 

V m t V ^2 

x 2 = —sin 6 

V fn z 



d 2 d x 

dt 2 


+ 又 i 沒 i ~ 0 j 


idj 

dt 2 


+ l 2 0 2 — O m 


%i =■ ( o \ = 



cos^O 

^ sir^d + 



cos 6 sind 


2々3 




cos6 sind 



— sin 2 ^ 
w 2 

^ cos 2 d m 

m 



第八章体 


积 


\ 


\ 


】• m 维流形的体积元素 


在》维空间取〃个以原点为始点的矢量 




以这《个矢量为边作出《维的平行2 w 面体，前已算出，它的体积等于 




这儿 G 是行列式 (^ Gramtan ^ 


G 


广 

la 


0) 


( 1 ) 


* 


im ) I \ -(|«) 


的数值. 


说得更清楚些，这个平行2 m 面体有以下的参变数的表 达式: 


心 ⑴+ 


+ 0 < 1. 


而^就是由距离 


( 1 ) 


(1) V 


xx f = ( 又】 


K ) 


* 

_ 




a 


瞟 «« 




(# w ) / \ Am ) 


所导出的二次型的行列式的数值. 

更一般地说，在 〃维空 间有一仿维的流形 


X/(Z 




又 w *) ， / = 1，2 


并假定其有连续微商，在一点有微分矢量 


dXi 


即 


dx dX 


900 

a ( I ) 


所以在一点附近，这个 〃维 流形的体积元素等于二次型 


dxdx* = dX 


dM\ fdM 



d(a) / \a(A) 


dX 


的行列式的平方根，即 


dM\ /aw V 



d ⑴ / \9(又) 

用办表这 m 维流彩的‘积元素，则 

aw\ fdM V 


da 



d00 J \aU) 


dX x * * m dX t 
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( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


■ 伸 ■: ■■叶 MW 


i 


ntipB 


K|lWfcBlir*Oi V 攀你牌 , _■■ ^ 






因此，如果要求出 m 维流形的体积，而当/ € Z )* 时刻划出这块流形来，则体积等于 


i - ii ( 


d(x) \ ( dO) 



d ( A ) J \ d { i ) 





(4) 


换变数 


则得 


s 又 K / i ，* • • 

’ ，贫 m ) ， 


ao ) 

a ⑴ _ 

do ) 

因此得出 

dW 

a(0 

aw 


aw /aw 


dOO \a(i) 


dX \ • * * dx . 


dCx ) ( d ( x ) 


aO) \ dQt) 


dti* * *dt 


当然以上的叙述有不少需要严格化的地方，首先是 m 维流形的定义，我们必须引进所 
谓“区域坐标' 因为，这个流形可能在某一范围内可以表为一种形式，而另一范围内另一 
种形式(不一定有统一的表示式).其次必须定义“体积向'如果以对 i 的微分矢暈作为基 

础，而改为变数 <的时候，的正负号必须注意，如果是正号，体积是同向，不然是异 

向，也就是如果固定了 ：〜，• • •， e m 所成的平彳了 体的体积是正的，则 


(裏） 

Ml 一 


rrr 

S p“ e t 


个矢量所成的平行 2 和面体的体积 • 当1朽 ; +| >0时为正，而当<0时为负 
我们还是先举些 例子: 

例1 求 〃维 球的表面积，即求 


XX 


的表面积,微分之，使 


xdx 9 ~ 0 


解出 




x x dx x = 一 x 2 dx 2 

此处 x = (&，•••，〜).因此 

XdX 




XdX\ 


dxdx 


’ = (， 


dXdX 9 ^ dX{ l 


x，x 

xl 


\ dX [ 


这个二次型的行列式等于 


; 十7严 


1 


XX ， XX 


1 


x \ x \ 


(这儿兩了 |/ + = 1 


争 • 


uv \) 因此表面积等于 

■ ■ 

dx 2 * * * dx n f f dxj - • * dx . 


-xx f >o 




2 n r 


r 2 . 


(-1 


一 ^2* * * —— •**» 





这是一个 Dirichlet 积分，在下节中我们将算出它的数值等于 


n 


2 




r 


2 


143 • 




它等于〃维球的体积 


n 


n 


2 / 


2 

对半径的微商，读者思考一下，怎样的图形有此性质. 


例2 ”维空间的曲线 




x^i) 9 a < t < b 


的长度等于 




b 


a 


■\/dx • 


b / dxi 


a 




dt 


dt • 


例 3 球坐标系 


■ 


X ~ pu 9 uu = 1 ， 

dx — dpu + pdu 9 


所以 


dxdx f — dp 2 + 2pdpudu’ 十 p 2 dudu = dp 2 + p 2 dudu\ 

球坐标： 

Ui = cos 乳 , 
u 2 — sin di cos S 2 > 


\ 

u n -i = sin • • * sin 2 

u n = sin d t " • sin 0 n - 2 sin i ， 

0 ^ ^ tTT (/ =1，•••，;? 一 2)，0 ^ G n-\ O • 


因此 

dxdx 9 = dp % + p 7 Cdd\ + sin^Oiddl + sia 2 ^^ sin 2 did6l + • ••十 sia 2 0i • • * sia 2 ^ fl - 2 ^»-i)* 


所以球坐标的体积元素等于 _ 

/ o ft ' 1 sin w_2 0 1 sin fl_3 0 2 # * * sin 8 n ^ 2 dpdd^ * *dd n —“ 

球表面的体积 $ 素等于 （p = 常数） 

, p n _ l sin , I ^ 2 0 1 sxn fl *~ 3 02* * * sin 0„_ 2 ^0 i * * 

(用此来回答例 i 所提出的问题). 、 

求球面上两点间的最短距离，不妨考虑单位球，而两点是 

(1，0 ，•_.，()）， （cos of，sin oe ， 0, • * * ，0) 0 ^ oc ^ ot m 

因为经过旋转后任何球面上的两点一定可以达到这个地位，球面上任一曲线可以写成为 
e 9 = e v { t ) , o </< i ， 由于过这二点，所以 

01(0) = 0 2 (0) --- ^ fl - iC 0) = 0, 

氏⑴ = «5^(1)=…= ^»- l ( l ) = 0. 

而这曲线 的长度 ___ 

i : 7(专 y +- 201 (令) 1 + •. • +濟 .•一 (-^fj * > …. 

而且仅当 02 ~ 0时取等号，即在 （ cos 9 X , sin 0 i ? 0 ， * • • ， 0) 的平面上，因此，证明了，球面 


離 
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上两点的距离以这两点与球心作平面交此球于“大弧”最短 


» 


§ 2, Dirichlet 积分 


考虑”重积分 




j …卜 


+ 


" 脅 -Mydt 


n 


求积分的范围是 

以 > 0 ， h + ••- + < 1 . 

如果 f 是连 续函数 ，而且 ffp > 0 (v = 1，2，* • 0，则积分 1 可以化为单积分* 


先简化积分 


FU) = \ 1X j 1 ""' T /0 + T + X)t a ~ x T p - l dtdT 9 


命 


T(1 — r)/ 泛，则 


F ⑴ 


n; 


X 


+ H) (1 - vy-^-^T^^dvdT 




V 



( l - A)r / y \ 


又 + 二 )(1 一 vY^p^r^^dTdv 
V J 


(换积分次序). 

再命 T = vx 2 ^ 则得 


Fix') = T 广 1 /“ + r 2 )(l — v y- x t a 2 ^v- a -^ ia ^ ini dr 2 dv 


.一 A 


/( 又 + 以卄-叫 0 (1 - tO a 一 V — 1 办 


因此, 


= 1***1 3—1 * * * 


tl 


tn ^ dn * - • dt n 


3 t v >^r 


X 


1-V - r « 「 h 2 - 


t 


n 


0 


0 


fOi 






⑸ , 〆 1 


t ^" 1 * • * * dt n 




« •争 


一- TMTM 

r ( ot ! + < h ) 

仿此续行，最后得 


♦ « 


r ( c ^ + oc 2 ) J 。 
/(r 2 + f 3 


+ 心十 r 2 )r ； ^^-Vr ； 


十 - ^t a n ^ l dt 2 dh- - ， dt n 


r:+)f 3 + … 
t v >0T z >0 


I 


r(oOr(oe 2 )* • •r(oQ f 1 


iXofi 十 


拳 _ # 


十 O 


0 


/0) r 〜+ …十〜 


9 


这就是 Dirichlet 积分. 





\例 1 求单纯形 


x — X x a 


( t ) 


+ Ka im) y 


Ai+ *•* +l m ^l 5 ^ 0 


的体积 


a 


O ) 


a 


(l) 


dxdx r — dX 


* 


暑 


dl\ 


a 


( m ) I \ j ( m ) 


因此 


♦ 奉 ■ 




a 


O ) 


a 


ci ) 


礫 




寿 

* 


a 






dX ± * * * dX m = 1 GI 


irco^f 1 
ro ) 


t m ^at 


| G | 去 


| G | 吾. 


r(m 十 1) m ! 


即得 m 维单纯形的体积等于张此形的讲个矢量的 ganmian 的平方根，再除以 w 


另证提示: 


i: …!> 


dx m = m\ 


dx t 


dx m = m\ 


dti * * *dt m 






= h^2 = ^1 + h9 尤 3 = 尤 2 


，3,…） 


例 


(2r) B r 


n 


* • * 


dx、* • *dx 


P 


n 


n 




r l 


n 


P 


把此积分分为 2” 块，其每一块的积分等于 


i …! 


dx r -dx n ^ r n 


j … j 


dxi* • •dx #， 


13 


n 


F=sl 


x m Xi 


换变数 4 = ^，则 


n 


n 



n 


P 


» i. 

y^ p 


yn p dyr . *dy 


n 


a 

y 炽 X ) 


V 


nr ( j) m n , 


T 1 


n 


tP dt 


P 


l+ 7 


特别取 p -2, 则 r 为半径的〃维球的体积等于 


» - 
at ^ r n 


9 n r \ 


r 
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例 3 


i 


x 9 xdx x * • * dx x 




十 2 




» + 2 


/• 


如果 i ¥ i ， 易证 


* * 擎 


xx^r 


[xiXjdxr 


■ 4 


dx n = 0 


(即换 


Xi 即得)，另一方面 


(• • • ( x\dx x m * *dx n 




r «+2 2 




! …！ ▲ 


-i 


y^d 


yr # % dy 




r 


«+2 


2 


ME, 


n 


■ 

T 2 dt = r w+2 


fit 


2 n T 1 


o 


2 


r l 


音） n 


2 


攀 


即得所求， 


§3. 正态分布积分 


定理1如果^是定正的，则 


09 


1 


dx 


(2 允 )1 - 


n 



« 


证明 当时， 


oo 




’ 一 ^xx 9 


dxi • • • dx 


n 


nr/v’ 

p=i j ^ 


dx. 


^=s 


n cv ^~^ )=( 2 允) 




在一般情况下，命 


则得 


5 = rr ， 


xT 


uT~ x 


«o 


€ 


hx’ 一 ^5x J 


dxi * • * dx 


n 


T 


/ «y f —|yy f , , 

e dy x * • - ay 


n 


n 


(2 贫 ) 7 — _ (2 吖) T 


e 


mi 


VW\ 




定理 2 S 仍然假定是定正的，“与〃是两个线性无关的矢量，则 


00 




dx 


n 


一 0 & 
nr'>0 
vx^O 


(2^ 

VJs\ 


uS~ x t/ f 


cos 


\/ uS~ 1 upSv 


证明把 S 写成为 S = TT% xT uT^ l ->u P W l — v 、 则原等式一变而为 
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•!呷!1邶叫1_帥 咖 , m uffi n 瞷 


nmmm pmm_____nw • 呷 riT _ t ， iHyi_ffwn_ynw< *** 


• IH •__ I • • l _ _•• _ 


H 

一 oo 
UX^O 


~\ Xxt 


dx x * - 9 dx n = ^ u h v ， 


这儿表示二矢 量〜〃 的夹角 


显然可见，不妨假定《，〃都是单位矢量，有正交方阵 r 使 


«r = ^ 1? vT ~ ( cos a ? since ， 0, 

这儿 oc = « A t \ 命 ； c *= yT r y 则得 


， 0). 


(1) 


CO 




QO 


dxi 


dx n = 


H 




«^>0 


yi>o 

cos a y 】 +sin a y 00 


oo 




j … j <? ~^ (3，1+5,3> dy l dy 2 ( l < xy 1 ^ * )# 


^n« y . 


COS ay 1 +5inay 1 >0 


命 y ! = psin 0，= pcos 0， 贝 lj 


oo 


a 


咖 l > pdp^dd 




yi >? 

cosay 1 -hsinct^ a >0 


即得所求，即得 （1). 

(1) 式的几何说明是函数 


€ 


4 


XX 


在过原点两平面间的积分，与这两平面的夹角成比 


例.立刻可有以下的推广，求过原点三平面间积分，我们可以猜测一定与“立体角”成比例 
这是事实，切实些说. 


CO 


一 J 

€ dx x 


dx 


n 


2 


(2 贫 )i (a 十 十 y — at )， 


— CO 

ux f >0 

vxf>0 


这儿 a，A r 是这三矢量的夹角，更一般些. 


CO 


H 


ux f >0 


€ 


-^ xSx， 


dx x * * * dx 


n 


2 


(2 订 ）H 


- 1/2 


«5 —V 


cos 


uS—WvSS 



+ cos^ 1 


—^5 -1 


V vS ^ vwS ^ 1 


cos 


— wS^ x u 


wS ~ l w f uS ^\ 





§ 4. 正态 Parent 分布 


在研究正态 Parent 分布时用到以下的积分，对称方阵 X - (^)可以看成为 
y «(» + 1) 维空间的一点.所有的定正方阵 x 所成的区域以 x > o 表之. 

定理1假定々> »，对任一 3 > 0常有 ' 

_ ■ 
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j … jw 

X> 0 




如 —) r O - D ) O - 2 ) 


r 、 




»))m 


|(々一 i ) 


9 


此处文 


文苗 n 仏 “ 

证明命 Z = Tr, 命 TXT = Y , 则由 


I r I w+1 x 


- •一 




( 证明见 § 5 ) 可知 


J--.j|X| f...f|Y| 

X >0 Y >0 J 


|( 々一 H 一 2) 


I T| 一 x F ff (y) I 7 1 1 - (B+1 〕y 


Ml 


一 0 


| y ] 


如 —2) 




y> 


即不妨 假定 / 


时进行研究 . 即待 证：命 


j … jlV 

x>o 




则 


― 士方 (^»— 1) 

C n ，k =肛 4 T 


♦ ( 々 -1) )r(+ ( 々 - 2)) … r ( 含 ( 々 — n ) )• 


换变数句 = yaV ，命 




卜 yny 
%， 1， 




? yin 
3 V 2 n 


j«i ， y n i^ …， 


Vn = Vn 


则 


DYD 9 Z) = [V^u ， V^22 ， *" ， V^ 


由此得 2=3 I YI ^u* * 4 x nn 5 ffn Jacobian 等于 


O^u • • • 尤 《”） 


皆(尨一 i ) 


因此 


此处 


C k 


= 


o 


6 


( m ”0* ㈣ e ,=1 私 1 


dot 


X j …! |y| 

y> o J 


|(» 一々 — 2 ) 


dy l 2 *-* dy n 




« = j•••f I v| 

y > o J 


去(夂一 2 〕 


d yn^ - ^dy n . Un . (2 < a < 々 ）• 
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用归纳法来算出此积分的数值.显然有 


r 


SS3 


fl 1 

0 - y 2 ) ^ 

J —1 




用行列式的展开可知 


(1 (々 - 2) 
o - 1) 


1> yi 2 **•> > i«+i 


n 


|y|- s 


ly »+ j , i ?. 5 1 

此处 y , 7 表示抑在 y 中的余子式，因此 


*r 


Jn+l 




j …卜 


# * • 


dy ' 


'Itn 



此处内积分过所有的适合于 


m - gy -+^ 


d*#»+i • 


n 


I — 2 Y ayi ^ yhn~hi > o 

< V=i 

的 yun + i ^^ yy n ^+ i . 这个积分是可以用 Dirichlct 积分算出的，从而得出 


/ rt+i ~ /« 


rl 7( 卜” -1) 


T 


(含(々- 1) 


at 




0 


* 


因此得出本定理. 

由于定理1中表达出来的是 /的整 函数.把叫換为 fl 
1若/ = /， 而印 *» 若/ _ /* 因而得出： 

定理2命 


iSiitii 也对，此处 S " 


hW 


Cn , k \ A \^ j XI 


(卜 1> ■ ”， 1( 卜卜 ” /( TUX ) 


€ 




0 


> 


X > 0 ^ 

不然. 


则 /々( X )的 Fourier transform 等〒 


这儿 T = ( e "/, 7 ) 


\ A \ 


f^X)e $ ( § Xi,tii / 々 (X) • dx u dxi 2 • * •仏 》= ( jj — *T | 




§5. 矩阵变换的行列式 


一个 m X n 矩阵可以看成为维空间的 一点. 两个成 X »矩阵； T ， Y 间的关系 

X=>PYQ, P=^P (m) 9 Q = Q {n) ⑴ 

可以看成为这个维空间的一个线性变涣，现在算出这个线性变换的行列式.这个变 
换是由以下的两个变换而合成的 . 

( 2 ) 
( 3 ) 


X ^ ZQ 

z = py. 
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把 （2) 分行写出，得 

(尤 11，…，〜 ） = Oil ， …，， 


( ： Vml ， … ， 尤 /nJ = 

因此，线性变换 （2) 的行列式等于 \ Q \ m . 同法，将 （3) 分列写出，得线性变换 （3) 的行列 
式等于 1 P |”. 因此 （1) 所定义的线性变换的行列式是 . 

\ P \ a \ Q \ m . ( 4 ) 

特别当 m 頃 n 时，变换 

X = PYP" 

的行列式等于 | PP ” = abs | P | 2 ”. - 

再考虑 Hermitian 方阵，一^个 Hernrtian 方阵 

H ㈣ + i\ iiy i < j 9 (5) 


可以看成为 J » 2 维空间的一点， 从心 ，•变为七 •/ 的变形 

ha = \a + *• 々"， 

^ii = Kii > ‘ < h 

h H = ki) ~ ikii ， 


的行列式等于 

因此由 Hermitian 关系 


1 — 


irt(rt—l) l) 

=(—20 


^ = PHP 9 


所定义出的线性变换的行列式等于 


abs|P| 2 \ 

i \ 

又》行列的对称方阵 s 成一丄+ 1) 维的空间.而由 

2 


( 6 ) 

■I 

(7) 


S = PTP r 

所得的^与 r 的元素间的关系也成一线性变换，这变换的行列式等于 
这结果的证明简述如次，如果 p 是平延，不难证明所求的行列式的值等于 1. 如果 


则由 


p = U 山…，1]， 


fu = 又 2 丈 11，<12 = ^12 9 * * 9 y hn ™ 9 


(其它不变)可得所求的行列式之值等于 r +1 # 因而得出本结论. 


斜对称方阵 K 成一丄 〆 n — 1) 维空间.由 

2 


K = PQF 

所得的线性变换的行列式等于 


\ P \ n ^ 1 . 

读者自证之，（读者考虑由 x = pyp , 也推出. 

x + = p(y + x — x ， 篇 p(y - y')p% 


⑻ 

(9) 


do) 

01 ) 
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因而看出 （9) 乘 (11) 等于 | P | 2 rt 的道理）. 
附记 1) 把 (1) 中的 X 的元素排成为 


尤 113 , * _ ，尤 lm? 太 21，* • • * * ^ml 




同样排好 Y 的元素，%得出的方阵用 

pr ^ x Q 

来表之，而及 • X 0定义为行列的方阵 


rnQ 


^ImQ 


^ miQ ^ ••*5 ^ mm Q > 

称为及与0的直乘积.公式 （4) 也可以写成为 X p | = \ P \ n \ Q \ m . 
2) 把 （8) 中 S 的元素写成为 

• " ，*5丄 # ，522,523, • " ， S 2 n ， • • • 

并相仿地排好 T 的元素.这样 （8) 所定义的方阵用表之. （9) 说明了 

| p ⑵ | 雄 | p |« 十、 

同样由斜对称定义所得的方阵用 P <2) 表之， (11) 说明了 


| P (2 >| 

4 

3) P f * X P , P [2] , P (2 > 有次之性质 


cs= 


\ P \ n ^\ 


pi 2] Qi 2) „ ( PQ ) l2 \ p (2 > p ( 2 ) = ( PQ )^ 


及 


- ( P ' • X PXQ f • X 2) = (PQy - X PQ m 

这些性质是群表示论中最原始的例子. 


§6. 酉群上的积分元素 


把《行列的复元素方阵 Z 看成为 h 2 维实空间的一点，并且有 Euclid 度量 


n n 


S 2 (耐十叫 j ) ， = x ij a 


0> 


以上的 Euclid 度量也可以写成为 


a(dZ dZ f ) 


( 2 ) 


的形式，这儿 a { A ) 表示方阵3之迹. 


所有的酉方阵成为这空间的一个流形，现在先证明它的维数是《 2 ,作 Cayley 变换 


t ； = (/ 十 iHy x {i — m ) 5 


(3) 


可以解得 


iH = (/ 一 UXI + U )- 1 . 


( 4 ) 


酉方阵所适合的条件一变而为 




UU ， = (/ + iH^O — iH)(I + — iE’y 


即 


(/ — /H)(/ + tH r ) = (/ + ?f/) (/ — iH ’）， 


即 
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H = H \ (5) 

由此可知，一个使 U + …与 0 的酉方阵对应于一个 Hermite 方阵 H 中有；个自变 
数，因此酉方阵所成的流形是维的，但须注意，适合 \ I + U \-0 的酉方阵成一较低维 


的流形 • 

H 可以看成酉方阵所成流形的参 变数. 反过来，酉群流形也可以看为 “ Hermitian ” 方 
阵所成的空间的扩张空间，即加上一无穷远点的流形所成的空间 • 

酉群流形上的度量当然是 


微分 


a{dUdU f ) m 
UU f = I 


得 • 

dUU ， + UdU f = 0 # 

命 SU — yWC /， 贝 Ij = —8lP. 因而 

r* 

a{dUdU 9 ) « —a{8U8V f ) m (O 

另一方面由 Cayley 表达式 


dU = —(/ + — /•(/ + iH ) - 1 dH(J + / H ) _1 (/ — tlT ) 

= 一 /(/ + iH ) - 1 dH[I + (/ + iHy x O — iH )] 

« —2 i(I + iH ) 一 1 dH(I + iH )~\ (7) 


由此得出 

a(dUdU r ) = 4tr((/ + iHy x dH{l + iHY 1 X (7 — — 识广 1 ) 

-+ H 2 )~ l dHO + H 2 ) -1 )- (8) 

命 （7 + H 2 )- 1 = PP 及 X = P'dHPy 则得 


， w 

G ( dUdU ’）= 4 a ( X 2 ) = 4 | x fi | 2 • 


由于？" 印，命 A = 抑 + k"| 2 + I 1 2 = 2(y?y + ☆)， 因此二次型 


n 


2 >"i 




的行列式等于 


4 


參 


一 


2 «( 3 «— 1 ) 


由于 X = FdHP 及上节 (6)，（7) 可知由 X 变为的线性变换的行列式等于 

\ PP f \ n =^ |/ + H 2 |"\ 

因此， （8) 式的行列式等于 


2条 1) • | / + H 2 | 


—2 if 




因此酉群上的体积元素等于 


蠡 


2 






n 


这儿 H = (^)，々 "=~， h 


ik 


h \ 


ik 


I +^ l^UdhiJl dh )^ dh f j\ m 

/ =i i<k 

ih]\, 整个酉群的积分范围是 


— OO < ~ < 00， —00 < h 9 iK , h)\ < 00 


定理 1 酉群的体积等于 
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= 



^ n ( n + i ) 


! 2 ! • _ • (» — 1) 


由以上的推导可知 


a 


j -; 卜 

这个积分的算出见下节. 


2 n 


1 




i) 


60 


n 


u 十广 U 以 /II 馬冰 i 


/<* 


§7. (续） 


在算出上节所要求的积分之前，先算出以下的定积分. 

定理 1 命 — ^^<0 5 0>丄，则 

2 


T a 


dx 


( 似 2 十 2bx + c) a 


a^Kac - 


2 


证明命 


则 


及 


于是 


00 


roo 


y 


a 



ac — t 


x 


b 


a 


9 


u c - — 厶 2 

dx - - - - dy 


ax 2 + 2bx + c 


ac —— b z 


a 


( y 2 + !)• 


dx 


( 似 2 十 2bx + cY 


a^ x (ac — ^ 2 ) 


00 


Ay 


0 + y 2 Y 


a a - x (ac — P) 


ru 


2 


7 t 


r(a) 


定理 2 设 OS 〉” 一 I ， 只表《行列的 Hmnite 方阵，则 


H n ( a ) 




1 … 1 

H 


H 


(det(J + H 2 )) 


a 




2 -^ j ^ n 


0 


T { €C ~ 1 j —— 

_2/yj r(2a 

r(a — /)' IX r{2a 


n 


o 


2 々一 1) 


此处 H « { h jk ), hu ^ h iy h iK ^ h ] K + ih $ ； k Q < \), 


H 


2 n^/ j\dh] K dh 

i<k 


ft 

iK 
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证明命 


h O (卜 0 


其中为一 


行列的 Hcrmite 方阵， " 为一《 — 1 维矢量，名为一实数，则 


1 + H 2 


1 +H\ + vv H x d 0 + vh 
vH x + hv 1 + A 3 + 




利用等式 


t 


Vi ;)( 


A p f 

P l 



—pA^ 1 





( A 0 \ 

\ 0 l — pA ~ x p r / 


{A = A f ) 


可得 


det(/ + H 2 ) = (^ ah 2 + 2 bh + c)det(/ + 招十 ^V), 


此处 


a — l 一 v(J H- Hf + 〜 )—7 ， 

2 b = — vH 人 I + 功 + v f vY l v — p(I + Hi + p r py i H 1 d 

c 1 + 一 vH，0 + H\ + 


因払为 Hermite 方阵，故存在一酉方阵 C7 使 


命 


T = t/[\A 十又 L \/l +又姜 


， v"i + II ] u 


则 


T = T\ TH X = hhT, I + Hi ^ T\ 


再作变换 


v u * T ^ 


则 


擊 

V 


- |detT| 2 fi = det(/ 十 Hf)u 9 
I + Hi + v* v = T(/ + u f u) T m 


又因为 


(/ + U 9 uY X U 9 


一 t 

u 


1 + uu 


5 


w 


.(/ 4 - u f u)~ l w f — ww' 


I wu f y 

14 - uu 


此处为一； 2 维矢量 3 故可知 


a 


1 — «(/ 十 u 9 uY l u 9 


+ UU 


7 (> 0 ) 


b 


uH x (^l + u r u)^u f - - u ^ li i 


1 + uu 




c 


uT 2 u 9 一 uHi(I + uu)^HxU f = 1 + uu 


I uHJi 9 [ 
l ^ buu f 


由于 uHJi f 是实数，故得 


ac — b 2 = 1 # 


由定理 1 可得 
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-W-yj 




H n ( cc ) == (• • • \ 



H 

(det(7 + H 2 )Y 
•••j(det(/ + HO) 1_rf (l 

U,H X 



+ uU f ^)~ a uH^ \ (ah 2 十 2bh 十 <T)— a dk 

J —00 

p 

uuy~ 2a u ( - . • j(det(/ + Hi)y- a Ai 

Hi 



Of 


2 


T(2a - n) 


r(c«)r(2a — l) 


一 1) • 


继续应用此式，并直接算出 


HiC^cc — « + 1) 



dx 


+ x 2 y - n ^ 1 



a> n 



即得定理 . i 

附记 1) 上节所定义的酉积分元素 ☆ 有它的不 变性， 即如果 

Ut = vuw 9 妒是酉 方阵， 

则 — — 

o{dUJU[) = a(dUdF0. 

因而 A = iX 


这是不变积分的一个例子. 


§8. 实正交方阵的体积元素 


我们现在叙述一下实正交群的积分元素及其体积 . 

现在先研究》行列的实正交群 o fl ， 即适合以下关 系的 ” 行列的实方阵 r: 

TT = 1. (1) 

显然有 dkt ： r= ±1. 行列式为 +1 的正交方阵所成的群用 0J 表示 . 对应于一个 T 可以 

做一个方阵 

A ： « (/ — 7)(/ + T)" 1 , (2) 

但 det(/ + T)-0 的情形必须除外 . 现在对 det (/ + D = 0 的情形我们不能说“一 
般说来不 成立 ' 因为任一行列式为一 1 的 : T, 一定使 det (/ + T) = 0 ( 此点可由 dct 
(7 4- T) *= det(rr’ H- T) = detrdc^T' + /) *= —det (/ 4- T) 得知），所以现在限定 T 
属于 0 釔由 （ 1 ) 立得 

K -= ~K r ； (3) 

解 （ 2) 立得 • ， 

T= (/ —0(/ + K )~ l ； (4) 

由于 det (/ — K) == det (/ — K*) = det (/ -h K ) 9 也可知 detT — +1. 

微分 （ 4 ) 可得 
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dT = —2(/ + Ky x dK(I + KT % 9 


因此 


a(dTdr) = -4< t (^(/ - K 2 y i dK<J - K 2 )^ 1 ). (5) 

把從:写成 adhi ) ， 其中吨■/ —吨,；把(/ - ^ 3 ) -1 写成（《«)，其中 〜 ，则 
(5) 变成为 




<t 


故得出积分元素 


〆 


臺 rtOt—i) - ■jCii—1). 

t 苗2 dct (/ - K 2 ) K , 


此处& 


ftf«—i) 


d\ 


H 


( 6 ) 


§9. 实正交群的总体积 


定理 1 命.若《>丄(2” 一 3)，则 

4 


y «( a ) 


K ： 


(det(/+A ： ^0) 


a 


n r ( 2 oe — n 

2 卜 u ， i) 如 TT -: _?_ — 

v = 2 r(2os — n + v) 


O + i)) 




此处 K 过所有 的”行 列的实斜对称方阵， K - ikn )^ K 


n(n-l) 


II 


证明把 K 写成 


K 



• t ，' 
0 




此处 &为一 《 — 1 行列的实斜对称方阵， t 为一 n - 1 维矢量，于是 


+ KK 


’ = ( 


7 + KiK [ + t 9 t K , t f 


tK[ 


K,f \ 

i + tty 


不难证明 


det(/ + KK，) = (1 十 〆 一 tK[(l + K x K f i + //)'%^)det(/ + K X K[ + A). 


有一正交方阵 r 使 


^ = r 



o h 

一又 i o 


0 兄2 

l % 0 



r . 


0 X n 


括弧中最后一项或为 I —二 cPl 或为 1— 。 2 14* 0 , 各视^为偶或奇而定. 

% n 


命 


x^rtVi + xi ? \/mr ， vmr ， vmr ， …] r ， 


则 


T =- r 3 K X T = TK xy I + K X K[ ^ T\ 
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又命 f 5=5 议7% 则 

f = (detT)w ^ (det(7 + Kf'yy ^， 

I 4 - 私幻十 〆 / = P 十 Tw f wT = T (/ + w f w)T. 


所以 


十 一 tK[(^I + KiK[ + t r t) l K\t 

=1 十 wTw — wTK\T^{l + w*wy^ x KxTw i 

•= 1 + wT 2 w r 一 wK\(^l + w r w^)~ l K\W 9 


1 + ww 


{ wK , wJ ^ « i + 浓 《/♦ 

1 + ww f 


于是 


Jn(a) 




s*；*s 

2 ij … 5 




(det(/ + KKJ) 


K x 


a 


Kl J det (/ + K X K\Y^ 


( (1 4 - ww ’ 丫 2<t 由 


Uf 


1) 


r(2a) 


— 7«-i ( a 


2 


參 


连续应用此式并最后算出 


Jz 1 a 


n 一 2 
~ 2~ 




r \2 a — n + 


oo 


dt 


-00(1 + f 2 ) 2a 


»+2 


^ s / 2 at 


吾 


3^ 


r(2a 一 》+ 2) 


a > - 3)) 


即得定理，所以有 

定理2 正交群的总体积是 

=s2 ^- 1 )j.“j det(7 -K 2 )+- 1 W 


t 






v 二 2 


r(v — l ) 




匀题1试算出辛酉群的总体积* 

司题 2试算出对称酉方阵所成的流形的总体积 • 
习题 3试算出斜对称酉方阵所成的流形的总体积1 
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第九章非负方阵 

§1. 非负方阵的相似性 

定义1如果一个方阵0，其中每行每列只有一个正元素，其他的元素都是 0,. 则称 
◎为广义换位方阵. 

例如；对角线方阵即为广义换位方阵，又如换位方阵 p ， 
它的每行中与每列中只有一个元素为1'，其他元素都是0,也是广义换位方阵， Pd 也是广 
义换位方阵.不难看出，此外没有其他广义换位方阵了. 

定义2命/， S 是两个非负方阵，如果有一个广义换位方阵0使 

QAQ " 1 = B , 

则3与 S 称为相似，用符 号/〜 B 表它. 

显然有以下的性质. 

1) A ^ A . 

2) 如果3〜 B ， 则 B 〜 A . 

3) 如果 J 〜 B ， B 〜 C ， 则3〜 

引进符号 A >0 S 表示矩阵 j 的元素都是非负的而 Cl 表示 Z 的元素都是芷的， 
同样定义矢量^>0及 x >0. 进一步引伸，表示/ 一 等等.如此则显 

然有 

4) ^ > B , B > C 则 A > C . 

5) B > C 则> JC 及 B /4 > CA . 

6) 如果 B , (或 >0)， 则 B >0 (或: >())• 

这一性质的证明依赖于广义换位方阵和其逆方阵都是非负的.反之，有 

定理 1如果一个可逆非负方阵的逆方阵也是非负的，那末它一定是广义换位方阵. 

证明命 

B — ibii ) 9 ^ 0 

是 

^ ~ (fl") ， fl/y > 0 

的逆方阵，则当时， 

n 

2 a n b ik = °* 

^ = 1 

由此得出，当〖今々时，对任一 /常有 

a H b ik = 

如果 /的第 *_ 行中有两个元素¥ 0，¥ 0，则对所有的々（与 /) 常有 

b hK = b hK = 0 > 

也就是 S 的第 7 \，/ 2 行中除去心,.，二元素外都等于0,这样的 S 是奇异的，与假定相 
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矛盾，因此 / 中每一行只有一个非零元素，同样每一列中亦只有一个非零元素，定理证完. 
习题1对任何非负方阵义， 

TAT ^ 1 


仍是非负方阵，则 T 一 定是广义换位方阵. 
定义3如果 


A 



则3称为可分拆的，不然称为不可分拆的. 



§2.标准型 


我们现在讨论不可分拆的非负方阵. 

定义1 一个不可分拆的非负方阵 j 如果适合于 

n 

A = o ")， a n = q， 

/ = 1 


则称为标准型，而 4 称为高标. 

基本定理. 任何一个不可拆的非负方阵一定相似于一个标准型 方阵. 如果不计其重 
排所得的情况，标准型是唯 一的. 

在证明这定理之前，先介绍一个方法，这个方法是证明的源泉，但也是进行计算的好 


方法* 

假定 






V 







+ 仅 nn z= 


及 qi^ q2^ … > qn ， 而且 《1 > 和 . 
取儿使 


⑴ 


a 




= X(a ni + 



nn 



/?0 • 



qi — a in 



= x(q n — a nn ) a nn . 


即 

f( 又） = l 2 (q n — a nn ) + (a nn + a in — qC)l — ^in = 0, 

如果％ = ‘ ，则 = • • • «= a nn ^ t = 0 9 A 是可分拆的方降了，所以办 >、• 由于 
/( 土 oo )>0， /(0 = ^ < 0. 所以有 A > 1适合于 （2). 由于 A >1， 所以方阵 


I 


“11，012, 




a 


in 


[1，…， 1，又]/[1， …，1，又】一 1 


a 2i 5 a 22 


a 2n 


1 > 


A 


^2 n 

丁 




• ■參 


la nn - ly a nn 
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的行和都 <令1 (有例外，例如 h = 0,仍 ■= 的). 

所以一般讲来，可以用这个办法来逐步减少一直到所有的行和都 

相等为止. 


§3 - 基本定理的证明 


上节中所述及的计算方法，便是基本定理证明的根源，引进 

Q(A) 篇 max(w. ， q n \ (1) 

先证明如果的 ，…，如不 全相等，我们可以取 yl 使 

QiAAA - 1 ) < Q ( A ). (2) 

假定经过重新排列，方阵 j 的行和 qw n 可以排成为 

q\ =… a qs> qs+i> ^+ 2 > • • • > q n . 


我们证明可以取得 A 使 AAA ^ 中和等于的的行数<《.其他的行的和都小于仏把 
方阵^拆成为 

A x 


取 


如此得 


^ / ；)> A x = A [^ 等等 • 

A 


(1 U) 0 \ r 

Mo A 少 卜[“ ，…， 又”】 


AAA 




A , A 2 AT l f 

3 AiA^Ai 1 ) 


由于 次与 0,所以有使 


^2^ 1 < 但 ^2^1 1 ^2# 

同时使 AAA~ l 的后” _ <行的和仍然小于办.由 A 2 AT l < A 2 孜 A 2 Ai x ^ A 2 可知 

的前 f 行中至少有一行之和< %，因而 AAA~ l 中和等于％的行数 < f . 一直下 
去，一直到没有一行的和 &仍. 这证明了 （2) 式. 

其次我们考虑集合& 


4 = [又1， • - + • • • + 又” =1， X v ^ 0 # (3〉 

(由于 AAA -^ i ^- A^j A ( y ^)" 1 我们实质上已经讨论了所有的 a 了 >对应于每一 
4( “)，有一个数值 

QCAAA- 1 ). 

命穿代表这集合的确下界，如果有 A 使 

Q(^AAA~ 1 ^ = q 9 

则由( 2 )可知， AAA - 1 的各行之和都等于 h 即/相 似于一个标准型， 

由分的定义，在 S 中有一组方阵贯 


使 


…， … 

Q(A i AAj x )<q+^ r . 

% 


(4) 

(5) 


• \6l • 



由于 ^ 是闭集，所以 { A ,} 有一极限点 A 。， 在 (4) 中可以选一子贯趋于山.不妨假定 

lim A f * ylo # 

i co 

先证明 A> = US 0 )，• • • ，又 f] > o. 如果有 些又严 = G. 但由； if + … + 又?〉 = 1 
可知不能 全部为 o . 假定其中 i [ 0) = - 又? ^ = 0,而 无乂 ，…， ❽都非零，由 

又 1 / 广 ， + .. • + ^a is ^ 1 + • • . + X^a ^- 1 <q + j 


(^ + 1 ^ , / = 1，2,…） 

可知％=••• = % = 0 0 + 1 ^ / ^ «). 即 z 是可分拆的了，此为矛盾，所以 A > > 0. 
命山= [4 V - •，以 ]• 由 （5) 可知 

max [又广 1 + ••• + a ln Xn ) ~ 1 ') , * • • ，^ )(〜 又 S *) 一 1 + …+ 这”上°— 1 )] <《+ 手* 
即对任一 k /，有 

+ …+ 〜上广0 < g + 十， 、 


命 / — oo . 则得 


即 

1 


又纪厂 1 +…+ ~ X 0 厂0 h 

Q(A 0 AAo l ) = q. 


即得定理的前半部. 

最后证明唯一性，假定 a 是标准型，其行和是 w 而也是标准型，行和是％，则 

tf / iAf 1 + • • • + a in kn v = qxlj 1 . (6) 

即对所 有的〗 常有 


《 minGr 1 ，. . • ，又 : 1 ) < ^l^T 1 ^ 《 maxQr 1 ，•. • ，又: 1 )， （ 7) 

取 V 1 _ maxGr 1 ，* • •，^ r 0 及 minC ^ r 1 ,* • • An 1 ) 立得 q = 代入 （6) 式得 

Ur 1 + • • • + a ^ Xn 1 = («ii + • •. + ain ) XJ l m (8) 


如果重新排列成为 . 

If 1 < ... < X 7 l < = … = IZ \ 

则由 （8) 可知当 ；=j +】，•• •，/» 时， 

tf/l ^ = a ， s = o # 


这说明 3 是可分拆的，因此得出唯一性. 


§4. 基本定理的另一形式 


由 

n 

AAA^ 1 =( 厶 , v)， 2〜 = 彳 

y 1 

可知 

n n 

S a n = 2 b a = 

i = i 儿 / / = x 
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即 


即得 


由此立刻 推得: 



定理 1不可分拆的非负方阵，有一个正特征根彳，并且对应于它有一个正特征矢量 
(列） • 


关于正特征根4与正特征矢量我们还有以下一些性质. 

定理 2不可分拆的非负方阵只有一个非负特征（列）矢量（如果不计其常数因子的 
话），它是正关量而且对应的特征根是高标，其他的特征根的绝对值郁不超过高标. 

证明不妨假定原来的方阵就是标准型，即 


3 = (0， = q . 

j-i 

显然有 （1 ，1， • • • ， i )' 为其特征列矢量，它是正的.若有另一非负特征列矢量(^， • • • , x n y 
(与00,则 

a^Xt + * ••+ a in x n qA ， / = 1， • • • ，打 • (1) 

由此推出 ^>0. 因而得 

q min - y x n ) < q x xi < 《 maxOi，. • • ，文 (2) 

如果 A 中有一瘦为0,例如 x x = •. • = A = 0， > 0，*••，％> 0,则由 


+ •. • + a in x n = q^Xi = 0 ，/ = 1，2 ， • • • ，/ 

可知 a is+l = • • • *= *= 0, 1 ^ I < 即 j 是可分拆的，因此都是正的. 

由 （2) 推出仍 = 《，再由 （1) 得 

+ * • • + a in x n = C a n + • • • H~ ^in) x i 

可推得 A - - 因而得知非 负特征 矢量的 唯一性 ，即只有一个非负 特征矢 量它对 

应于特征值为高标〜 

命的是3的任一特征根，它对应的列矢量是(可能是复虚的），即 

n 

a “ x i = 

i-i 

则 

n 

\qA\xA < a n\ x i\ ^ ^max( \x x \ ， … ， 1 〜|)， 

y = j 

取 \xi\ = maxCl^il ,• * •, \x n \') 9 则得 

kil < 

定理证完. 

定理 3 对应于高标 0 的特征(列)矢量只有一个（如果不计一个常数因子的话) . , 
证明若在 e * = • jl )' 之外，还有一个 〆 ，则 〆 是实矢量，对于充分小的》， 


* 
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仍然是一个非负的，而且对应于特征值 1 的特征 矢量. 因此，+ « 〆 =-知'，即 〆 是 
^的常数倍，因而得出本定理. 


§5. 标准型方阵的四则运算 


定理 1两个标准型非负方阵之和仍然是标准型，其高标等于两高标之和;其积仍为 
标准型，其高标等于两高标之积. 

证明如果 

1 

n n 

2 = ^ 2] 〜 = ,， 
i^X /==1 

则 

n ^ 

2 (幻 /• +〜） = 《+广， 

* _ 4 


±{±^)-±{± h ^ 

V > = 1 7 i = l = l J 


q r 




如果暂不管非负性，则的行和等于疒 1 .证明此点是不难的.原因是 

j(i ， i ， " 、 r)' _ 兮（ 1 ， 1 ， … ， 1 )'， 

所以 

a - 乂 1 山…， 1)' = 殳 -1 (1 ， 1 ，…， 1)'. 

因而的行和等于 

定理2如果及 o - dy i > o , 则/的高标< 1 ，而且— j )- 1 也与 j 同 
为标准型，高标是 （1 一 
证明从 


z(i ， i， …， iy =* 0(i ， i ， … ， 1)' 

得 

(I 一 /) 一 xm ， •“， iy = (1 — ^rxui ， … ， i)\ ' 

如果 （1 一 则 q < l . 因而得出定理. 

同法不难推得，如果 A >0 9 其高标等于彳，则 〆 的髙标就 是，. 而且3与^的正 
特征矢量相同. 


以上所说的虽然是关于列特征矢量的，但同样适甩于行特征矢量. ， 

分别命一个非负不可分拆方阵 Z 的一个正特征(行)矢量及一个正特征(列)矢量为^ 


及 y ， 即 


如此则 


xA = qx^ Ay = yq. 


^ 1 * - & x n y n . 

是经过 AAA - 1 的运算而不变的. 

行和相等的标准型，其列特征矢量等于 (1 ，1 ， • • • ，1)'.而行特征矢量是 ( A ， •••，％). 
同样如果研究列和相等的标准型，则其行特征矢量等于 （1, 而列特征矢量是 


_ 
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§ 6 .方阵大小 


定理1命 


c = (^, 7 ) 

(1) 

是一个复元素方阵，如果 


\ c ii \ ^ a i }9 

( 2 ) 

而 Z = Uid 是不可分拆的非负方阵，其高标等于穿， 
不超过即 

则 c 的任一特征根 r 的绝对值都 

Irl < q . 

如果 r = e ie q 9 

(3) 


C = e w [ e ie ^^^ e ie n ] A [ e ie ^^ • T \ 


证明 

1) 并不失去普遍性，我们可以假定/是标准型_命 r 与; r (今 0) 甚 c 的特征根及其 
对应的特征（列）矢量，即 


由假定可知 



n n 

lr I Uil < 2j l^il \ x i\ ^ S a o\ x i\ ^ 兮 max(UiU …， U )， （ 4) 

i=i i=1 


取 \ xi \ = max ([^ 1 U -** ? |^|) ? 即得 | rl<A 

2) 假定 r - e ie q , 我们现在检査不等式 (4) 的各个环节，不失普遍性可以假定 

\x x \ = \x 2 \ … Id > I x s+1 1 > …> 1^1 # 

于是，当/ = 时，00式左边等于右边，因此 


q\ x i\ = S 1^/1 1^*1 * S a n\ x A = (2 «/；) 

i==l i = l v i = l y 


k/l 




最后一个等式仅当 


1 <i< 


flf " 柘 1 = fl /,+2 = ^ 0 , 

时才能成立.也就是 a 是可分拆的，这与假定相违背.因此 

U — \x 2 \ =•••=» \x n \. 

并且不妨假定 kl _ 1. 因此 

访 1 _ • • • ‘ r /> 1 设 rt 


e 


A = e 


方阵 


G r 1 clV 01 ， * • * ， 〆〜] 

是以 （ i，i ， .. • ，iy 为其特征（列）矢 量的. 我们不妨假定仏就是 c ， 即假定 c 对应于特 
征根 r = qe ie > 有一特征(列)矢量（1，1，*〃，1)'，因此 


即 
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9 


n n 

id — 




a H # 


由此得出 


is 


Cii = 句 〆 … • 


即得所证. 


定理 2 命3是一个不可分拆的非负方阵， j 的任一主子方阵的高标一定小于3的 


高标. 


证明命 


^11 …0 


a 


ml 


^ mm 0 … 0 
0 0* • -0 


显然次而不与 j ， 由此由定理1可知木的高标小于 j 的高标. 

定理3命 j 为一不可分拆的非负方阵，则它的高标不是它的特征方程的重根. 


证明特征多项式 




又 一 0113 _ ^12? •••， 一 a \n 

— «21，又—^225 *•.， — ^ 2n 

.* • * • . . . 

•u 

•‘I 

—夂》1，―“奶 •••，1 一 a nn 


的微商等于 


/' ⑴ 


1, 

0, 


0 


儿 — a u ， 

一 012, 

… J 

一〜 

— a 20 

1 — 化， 

* * * > 

» « 嘩 ■攀 

— 炔 2n 

+ 

0 

1, 


0 


— 〜2， 

■ 嘛謇 

5 

入一 a nn 



— 〜 2 , 


几 — <^nn 


y 


其第一个行列式是主子方阵 


卜; a ， …， a 2n \ 

9 . 

\^»2? * ♦ * ， a nr J 

的特征多项式.由定理2可知它的高标小于/的高标也就当 ；I >《 B 寸，它的数值是 
正，同样处理其它各项.因而得出：当儿 >《时 

f 00 > o . 

也就是4是 fOO 的单根. 

定理4如果 Z 还有绝对值等于^的特征根，则它们是 

I = 0，1，2，*••，々一 1* 

这儿々是一个> 2的正 整数. 

证明取 r == qe ie , 则由定理1的第二部份可知(取 C 一 3)， 

e ie [ e ie ^^^ e ie ^ Ale ie ^-- ye i 6 - r l . ^ 

因此得出，如果％是 X 的特征根，则也是，因而 

太。， e id x 0) e 2,6 x 0i • • • 
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都是，但不可能有无穷个特征根，因此有 A 使紐是2#的倍数.命 A 是其中的最小正数， 
由于无重根的性质，立刻可以推出， Z 的所有的绝对值等于夺的特征根如定理所述. 

由于出现了重根，因此 

定理 S 如果3除 g 之外，还有绝对值等于穿的特征根，则有正整数久使是可分 
拆的. 


再进一步考虑 （5) 式： 

2 tt g 

A — e h [e tQ ^ 

迭代 A 次，得 


^ e iBn ] A [ e i6 ^ > * * •- 1 ， 


( 6 ) 


A = [e tk8 、• " y e then ]Aie fhdl ^ * • # 

如果有一个/，使^ 叫与 i . 则/ 可分拆，因此也都是 1 的 a 次方根.假定 〆 ％•••， 
一《中有〜个1，〃 2 个 <? T ， 个 € 等等，经排列后假定 


把/拆成为 


代入 （0 式可知 





丁广〜） 0 


# 


e 








与 i(i 十 f-Z) A st% 


即当 /乓 1十 f 时， A st = 0. 即 Z 形如 


f 0, A i21> 0, …， 0 
0, 0， 0 

\^ hl 9 0，…， 0 


§7. 强不可拆方阵 


定义1 — 个任意冪都不能分拆的方阵称为强不可分拆的. 

关于强不可分拆方阵有以下的 性质： 

定理1如果 d 是强不可分拆的非负方阵，而 g 为高标，则 

Jim ( 香 )= u r v 9 vu =» 1. (1) 

这儿 “ •与议 分别是 W 的正的列特征矢量与正的行特征矢量. 

证明由于强不可分拆，在 Z 中穿以外的其他特征根的绝对值都 <?. 因此 Z / g 有 
一 个特征根等于1,而其它的都 <1. 所以 

i^<o\q J 
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是一个方阵，有一个特征根等于 1 (而且是单根)，其它的等于0,因此 


Hm(~V 


9 


vu 


u 


命 c 是任一矢量，命 


Vl 


A 

1 


则 


lim 






即不管 < 如何 


的极限是〃乘上一个常数因子，又从 

A 1 ^ 1 




ViA 


4 


及/ — oo 可知 


qv = vA % 


即〃是行特征矢量. 
同法证明 


qu = Au\ 


因此都是正矢量. 
由此立刻 推出： 


定理2 对任一强不可分拆方阵有一正整数/存在，使 


A 1 > 0. 


即/的每个元数都是正的. 


§ 8* MapicoB 链 


定义1 —个造合于 


的矢量 


Oi 


A + …+ = 1, Xi > 0 

n) 称为概率矢量 ，一 个方阵 


n 


P = Pif > 0 ， 2 ] Pn = ^ 


称为 MapKOB 方阵. 


( 2 ) 


(3 


MapKOB 方阵把概率列矢量变为概率列矢量，即 P〆 仍然是概率列矢量.理由是由 


n 


yi = 2 P“ x i 


可知 


n 


ft n 


n 


2 a = S S a ， 广 S 


〜• = i . 


我们现在研究一个物理系统，这个系统只可能有有限种“态”，而且只可能在某些一定 
的时间变态. 


我们用来表示这些不同的态，而当 


0, 1，2,…时变“态”在时间^这 
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llll.H 




n -h- •: i| 



个物理系统是态而到时间 


1，这个物理系统变为态 i 的可能性以概率 


n 


Pa 




表之. 


命 Xiii ) 表示在时间/，第；态出现的概率，如此则有 


/ 


n 


十 1) = 


写成方阵符号则 


x(j + i) / = PxQty. 


并假定初始态是 

x(0) 0 

MapKOB 的基本定 理是： 
定理1如果 P >0, 则 


) ， G + 


* * * 


+ ^ = !• 




y 仍然是一个概率矢量，它是 p 的唯一正特征矢量，而与初始态 x ( o ) 无关. 

证明这是定理 7.1 的显然推理，由于 P 是正的，因此是强不可分拆的.所以 

limP 7 = u ’ v，vu = 1* 

I - >oo 

由于 P 是 MapKOB 方阵，以（1，1，*"，1)为其(行)特征矢量.因此，夕= 

limxOy = limP f x(0)， = uvxW = u\ 


⑴ 


(1，1 


* • • 


，1). 


即得 


KmjcCO ™ u 9 

^*>00 

以上的定理不仅对正方阵 p 正确，显然对强不可分拆的方阵也是正确的.关于不可 


分拆方阵，由于 P 可能有绝对值等于1的特征根 e 峨 々=0，1，2，"*， A —1. 因而不 
能得出结论 (1) 来.虽然如此，我们寿虑算术平均 


L 


h I = 1. 


⑵ 


由于 


L 


lim — 

L fr { 


0，如果 A 除不尽七 


因此 ，当 L 


1,如果 A 除得尽々• 

00, （2) 也是一个秩等于1，而且有1为特征根的方阵.因此 


L 


士 


> 


VU == 1 . 


由此立得 


h 


因而= 〃，即 




lim — v ? 1 = . 

fTt 

( i ， i ，*"， i ). 所以 

lim — 2 p l x(oy = u (^ x ( oy ) = 
L / — 1 
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j ■ 由 •:: 介 f-.i . i ： 11 


■: p ■•柙 




I l -rj ： -PRHH ： ' ■'HU!-?' 




即 


lim— 文 ;《■(/)=«• 

定理 2 如果 P 是不可分拆的 MapKOB 方阵，则 

Um T 2 ^ y * 

y 仍然是一个概率矢量，它是 p 的唯一的正特征矢量，而且与初始态 4 r ( o ) 无关 • 

S 9 . 连续随机过程 

我们现在把上节的工作从离散的情况转化为连续变化的情况，把时间分为 

t — 0， A ，2 A ，* • • • 

为了要使连续的过程有意义，我们假定当时间愈小时，愈接近于不变;也就是我们假 
定（当△是充分小 时)： mA 是系统 *5 由时间#的/变态为时间< + A 时的；态的概率 

(/ 七 y ) 及1 一 叫 △是系统 s 中由时间 < 的 y 态变为时间 * + a 的彳 态的概率* 

V 


此处 

F 

di ) > 0 ， i ^ / 



if 

a di a " • 

+ , 

0) 


»=1 


- 这样便得 




x^(t + A) — （1 一 aaA^XiQi) + A / = 1 ， 2, •“， u 

i 今 i 

及尤= 0, △， 2 A ，"、 

假 a 、 

Xi (t + A) = xM + 十 0(A 2 )， 

dt 

〆 

则当 △—0 时有 

= — auXi + 2 a ii x i ， x i(0) Ci ， i = 1 ， 2, . • • ，灯 • (2 〉 

dt 

； 

此处 C =» ( c i9 • • * iC n ) 是概率矢量 

n 

Ci ^ 0 2 & 1 • 

这个微分方程称为过程微分方程.命 1 


A/ 

h a ^ 

a 2l9 

— 〜 •••> 

^in \ 

» » 峰 ♦奉 1 

n 

a“= a n^ a n ^ 0 0 /)• 

• - 

(3) 


\ ^1919 


— a nn I 

»= l 

i~i 



则方程 （2) 可以写成为 
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它的解答显然是 



(4) 

(5) 


我们现在证明 ，对 任一初始槪率矢量也一定是槪率矢量，要证这点十分容易.命 
« = (1，1， • • *，1).由 (3) 可见 


因此 


及 


uM = 0 # 



XU = €€ Wt U = CU *= 1 # 

又由第三章 S 7的定理3可知是非负元素方阵.因而得出 
定理1过程微分方稈的解是概率矢量. 

现在考虑£ — oo 时过程方程的解的性质. 

定理2如果 aii > 0 (/ ;) ,则当 *->00 时，过程方程的解所趋近的矢量与初始 

矢量无关. 

证明不难证明在新添的条件 （巧 > 0 (* •与; 0) 下， 一 > 0. 因此，只有一个特 
征根等于1，其他的绝对值都小于1，因此 

= p’q ， pq’ = 1 , 

t ->« 


台 ue ut « 可知 up 9 q = Wil ( u p*)q = u . 命」泛，贝 lj 得 

up 


由此推出 


— 〆 》， 

t 吟 《9 



即得所证. 


lim x(,i) = limCe Wf « 

t ^-€0 


]imcup = v 



% 


思考问題 

1. 定理2的条件能否减弱， 例如： 我们引进 M 类型方阵的等价关系(即在广义换置方 
阵下相似），及不可分拆的概念，是否对不可分拆的 M ， 定理2仍然正确. 

2. 概率方阵 P 与适合于 （3) 的方阵 M 之间能否建立关系 P =, M 如果不能试找出例 
外，并找出可能的条件来，如果 Af 可分拆显然 P 可分拆，逆定理正确否？ 
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